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1 Sazetak

U Keplerovom problemu, dobro poznate ocuvane veli¢ine su energija i angularni moment. U
ovom radu je pokazano da postoji jos jedna ocuvana veli¢ina koju zovemo Laplace-Runge-
Lenz vektor. Poissonove zgrade izmedu komponenata angularnog momenta i LRL vektora
tvore Liejevu algebru koja ovisi o energiji sustava. Proucen je slucaj kad je Hamiltonijan,
odnosno energija H < 0, $to odgovara zatvorenim eliptiénim orbitama sa simetrijom SO(4) i
slucaj kad je H > 0 $to odgovara hiperbolnim orbitama sa simetrijom SO(3, 1). Posebna po-
zornost posvecena je elipticnim orbitama te je pokazano da se moze definirati ¢etvero-vektor
brzine, za kojeg se ispostavlja da se giba po velikim kruznicama hipersfere u prostoru brzina.
Definiciju ¢etvero-vektora brzine nam omogucuje reparametrizacija jednadzbe gibanja i jed-
nadzbe za energiju prvenstveno sljedeéi [5]. Jednadzba za ukupnu energiju sustava posjeduje
simetriju generiranu elementima grupe SO(4). Djelovanjem elementom iz grupe SO(4) na
cetvero-vektor brzine dobivamo orbite razli¢itih ekscentriciteta ali istih energija. Generi-
rana je familija takvih orbita i pronadene su infinitezimalne transformacije pod djelovanjem
elementa grupe SO(4).



2 Uvod

2.1 Liejeve algebre
2.1.1 Mnogostrukost

Skup tocaka M definiramo kao mnogostrukost ako svaka tocka 1" iz M ima otvorenu okolinu
oko T koja je sadrzana u M i za koju postoji kontinuirano injektivno preslikavanje na otvo-
ren skup R" [11]. Izreceno jezikom fizicara, mnogostrukost je svaki skup koji lokalno izgleda
kao R™.

2.1.2 Liejeva grupa

Grupa je skup elemenata G koji zajedno s binarnom operacijom - zadovoljava [6, 11]:

1)Asocijativnost:
- (y-2)=(z-y) 2

2)Desni identitet:

3)Desni inverz:

Liejeva grupa posjeduje jos i dodatnu strukturu, ona je ujedno i diferencijabilna mnogos-
trukost klase C' [11]. Odnosno, grupa ¢iji elementi tvore glatku mnogostrukost. Primjer
Liejeve grupe je grupa matrica oblika

(COS f —sind

sinf cos®

), 0 €< 0,27]

sa standardnim matricnim mnozenjem. Takve su matrice rotacije u 2D prostoru i tu grupu
zovemo SO(2) (eng. special ortogonal of order two). To je grupa svih ortogonalnih matrica
A reda dva sa svojstvom det(A) = 1. Diferencijabilna mnogostrukost koju tvore elementi
ove grupe je jedini¢na kruznica.



2.1.3 Liejeva algebra

Liejeva algebra je vektorski prostor g na nekom polju F' zajedno s binarnom operacijom
[,] - g x g — g koja se zove Liejeva zagrada i koja zadovoljava sljedece aksiome [10]:

Bilinearnost,
laz + by, 2] = alw, 2] + bly, 2

[z, ax + by|] = alz,z] + b[z, y]

za sve skalare a,b u F' i sve elemente x,y,2z u g

Alternativnost,
[33‘ ) {L’] =

za svaki x u g.

Jacobijev identitet,
[z, 1y, 2]l + [y, [z, 2] + [2, [2, 4] = O

za sve T,y,z U g.
Koristenjem svojstva bilinearnosti i svojstva alternativnosti dobiva se sljedeci rezultat:

[z +y, vty =[z,v+y+y,z+y =
= [z, 2] + [2,y] + [y, 2] + [y, Y]
= [z, y] +[y,2] =0

Odnosno svojstvo antikomutativnosti Liejevih zagrada.

[I,y] = —[y,x] (21)

Postoji veza izmedu Liejevh algebri i Liejevih grupa. Liejev tre¢i teorem kaze da je svaka
realna, konac¢na Liejeva algebra Lijeva algebra neke Liejeve grupe [9] . Za svaku Liejevu
grupu mozemo pronadéi elemente Liejeve algebre koje zovemo generatorima. Eksponencijal-
nim preslikavanjem generatora algebre dobivamo elemente grupe [7] .

2.2 Klasi¢éna mehanika
2.2.1 Poissonove zagrade

U klasi¢énoj mehanici u kanonskom formalizmu svaka funkcija f koja opisuje neko gibanje,
funkcija je od generaliziranih koordinata ¢ i generaliziranih impulsa p i eventualno vremena
t, f(q,p;t) [8] . Totalni diferencijal funkcije f je



Dijeljenjem sa dt dobivamo

of of
Z (3% pk) "o

Koristenjem Hamiltonovih kanonskih jednadzbi gornji izraz se zapisuje kao

df <8f oOH Of 8H) of
- = — | + =, 2.2
Z 0qir Opr,  Opy Ogy, ot (22)
odnosno if of
gdje je

af o af o
UMZE%i~ii (2.4)
k

Poissonova zagrada.

Iz izraza (2.3) vidljivo je da ako funkcija f ne ovisi eksplicitno o vremenu, i ako je njezina
Poissonova zagrada s Hamiltonijanom jednaka nuli, tada je funkcija f ocuvana u vremenu.
Nadalje, lako je vidjeti sljedece rezultate fundamentalnih Poissonovih zagrada:

{¢i,q;} =0
{pi,pj} =0
{gi,p;} = 6i;

Moze se pokazati da su Poissonove zagrade invarijantne na kanonske transformacije,

, na transformacije generaliziranih koordinata i impulsa koje ostavljaju Hamiltonove ka-
nonske jednadzbe nepromijenjenima [8] . Evolucija sistema u faznom prostoru odredena je
Poissonovim zagradama na nacin:

qi = {QHH}
bi = {pzaH}

Ako funkcija f ne ovisi eksplicitno o vremenu tada Poissonova zagrada { f, H} predstavlja
promjenu funkcije f u vremenu ¢, Sto je upravo vremenska derivacija f. Hamiltonijan je
generator vremenske evolucije sistemal



2.2.2 Poissonove zagrade i Liejeve algebre

Za Poissonove zagrade vrijede sljedeca svojstva [8] :

{af +bg.h} = a{f, h} +b{g,h}
{f,f}=0

{fAg,n}} +{g,{h. f}} +{h{f,9}} =0

To su upravo svojstva koja definiraju Liejevu zagradu. Poissonova zagrada je derivacija
u asocijativnoj algebri funkcija nad faznim prostorom [10] te se koristenjem Poissonovih
zagrada moze definirati Liejeva algebra nad funkcijama faznog prostora.



3 Laplace-Runge-Lenz vektor

Keplerov problem je specijalni sluc¢aj centralnih potencijala u kojem sila pada s udaljenos¢u
kao 1/r?. Dobro znane velicine koje su ocuvane za sve centralne potencijale su energija
i angularni moment, no osim toga, za problem sile oblika 1/r?, postoji jos jedna ocuvana
velic¢ina, takozvani Laplace-Runge-Lenz vektor ili skra¢eno LRL vektor. Hamiltonijan pro-
blema razmatranog u ovom radu je Hamiltonijan cestice u gravitacijskom potencijalu.

ok

2m r

U ovom poglavlju najprije je pokazano da je LRL vektor ocuvan, direktnim dokazom. Mogu¢
je i pristup putem primjene Noetherinog teorema u kanonskom ili Lagranzijanskom forma-
lizmu [3] . Zatim su izvedena su osnovna svojstva LRL vektora te je raspravljena njegova
generalizacija na ostale potencijale.

3.1 Dokaz ocuvanja Laplace-Runge-Lenz(LRL) vektora za gravi-
tacijski potencijal

U Newtonovoj mehanici, sila F se moze izraziti kao vremenska derivacija linearnog impulsa,
a za centralne sile takoder vrijedi [4]

_dp r_ R
F_E_f(r)r—f(r)r,

gdje je f(r) skalarna funkcija koja ovisi o udaljenosti r izmedu dva tijela.

Deriviranjem po vremenu dobivamo

d _dp = )
Z(p L) = P x L= f(r)% x L= ="r x (x x p)
e ()

nE2 (e ) e )
(] 55)

Izraz u zagradi zapisujemo na nacin

dr 1d dr
r ——(r-r)=r—

At 2dt (3.6)

gdje je r = [[r]].



Uvrstavanjem izraza (3.6) u jednadzbu (3.5) dobivamo:
d f(r) [ dr dr
= L)=mZt [p2 . p 2
P L =m= [rdt r Tdt}

=mf(r) {%rr%}

Izraz u zagradi se moze napisati na nacin:

d . dr 1dr 1 dr
() = —

()= —— = — —_ " p. 3.8
dt dtr rdt r2dt (38)
Koristedi izraz (3.8), jednadzba (3.7) postaje
R

(3.9)
Jednadzba (3.9) je opéenita i nastavak nije mogué ako se ne specificira f(r). Za gravitacijski
potencijal funkcija f(r) je

) =2

r2’
$to nam omoguéuje ponistavanje 72 i daje nam o¢uvanu veli¢inu na naéin.

d d
e L) = = o
o (p x L) pn (mkr)

dt(pr—mkf'):O

Velicina u zagradi je o¢uvana i nazivamo ju Laplace-Runge-Lenz vektor.

A =p x L —mkr (3.10)
Za nju vrijedi

dA

— =0.
dt
Time je pokazano da je LRL vektor ocuvan u Keplerovom problemu.

(3.7)



3.2 Svojstva LRL vektora

Iz same definicije LRL vektora odmah je vidljivo

A-L=0, (3.11)

jer je L okomit na p x L zbog svojstva vektorskog produkta i na 1 zbog definicije L = r x p.
Ako LRL vektor skalarno pomnozimo sa r dobivamo:
A-r=Arcosf =(pxL)-r—mkr-r
= L(r x p) — mkr
=L-L—mkr =1 —mkr

Sada slijedi:

Arcosf = 12 — mkr
Arcos + mkr = 12
r(Acos +mk) = I

1 1
- = Z—Q(mk + Acosf)
-

Usporedbom s jednadzbom orbite u polarnom obliku,
1 mk
o= l_2(1 + ecosb)

iznos vektora A se moze zapisati kao
A =mke (3.12)

Moguca interpretacija vektora A je da nam njegov iznos uz parametre m i k daje ekscentri-
citet orbite. Nadalje, ako se iskoristi definicija ekscentriciteta

2FE1?

PTE

kvadriranjem i uvrstavanjem u jednadzbu (3.12) dobivamo vezu izmedu iznosa vektora A i
energije F.

e=14/1+

A% = m*k* + 2mEl? (3.13)

3.3 Poopcéenje LRL vektora

Do sada su svi izvodi vrijedili samo za Keplerov potencijal. Pitamo se Sto je s ostalim
potencijalima. Bertrandov teorem kaze da su zatvorene orbite moguée samo u dva slucaja,
kada sila o udaljenosti ovisi o 1/r% i kao r [4]. To jest, zatvorene orbite moguée su samo u
slucaju Keplerovog problema i harmonijskog oscilatora. U slu¢aju harmonijskog oscilatora
ocuvani analogon LRL vektora nije vektor ve¢ tenzor drugog ranga A;;. Ostali potencijali
nemaju zatvorenu orbitu, Sto znaci da za neki kut 6 cestica ima vise moguc¢ih polozaja pa
r(f) nije jednoznacna funkcija. Vektor r(f) poprima beskona¢no mnogo vrijednosti za dani
kut 6, stoga je vrlo tesko nac¢i opéu definiciju LRL vektora.



4 Simetrija LRL vektora

Prema Noetherinom teoremu, postoji veza izmedu simetrija sustava i oc¢uvanih veli¢ina. Si-
metrije u klasi¢noj nerelativistickoj mehanici konzervativnih sustava su one infinitezimalne
transformacije koje ostavljaju Hamiltonijan invarijantnim, odnosno imaju iS¢ezavajuc¢u Po-
issonovu zagradu s Hamiltonijanom. Takve veli¢ine su i o¢uvane u vremenu jer Poissonova
zagrada s Hamiltonijanom vremenska derivacija takve veli¢ine. Pomoc¢u Poissonovih zagrada
moze se definirati Liejeva algebra nad funkcijama na faznom prostoru. Time je moguce de-
finirati Liejevu algebru ¢iji vektorski prostor ¢ine o¢uvane veli¢ine, odnosno generatori infi-
nitezimalnih transformacija. U nekim slucajevima, tako dobivena algebra ima geometrijsku
interpretaciju. Zanima nas koju algebru tvore angularni moment i LRL vektor i postoji li
geometrijska interpretacija dobivene algebre.

4.1 Poissonove zagrade ocuvanih veli¢ina

Poissonova zagrada izmedu komponenti angularnog momenta je:

{Li, L;} = {€mniTmPn, €xij7eP1}
= Emmﬁklj{Tmpm T’kpl}
= Cmni€hij [{Tm> TkPU}Pn + {Pns Tk} ]
= €nmi€uli {7m> Tk 30100 + {7m, DITRDR + {Pns T} TmDe AP DU TR )
= €mni€kl; [OmiTkPn — OTmDi]
= €ni€kljTkPn — Emki€kliTmDI
= (5nj5ik - 5nk5ij)7”kpn - (5mj5il - 5mz5ij)7’mpl
= Tipj — 0ijTkPk — TPi + 0LJTIPy
=1pj — rip;i = (0ubj — Sadjr)TkDi
= €Emij€mklTEPl = €ijmEkimTEPI
= €ijimLm (4.14)

Ovo je i dobro poznati rezultat i poznata struktura algebri rotacija. Poissonova zagrada
izmedu komponenti LRL vektora i angularnog momenta je:

{Ai, L} = {€mnipnLin—, kT, €x7ep1 }
= €mni€kij \PmLn, TkD1} — mkewi{Ti, Tpi}
= €mni€kij[{Pms TkP1 Lo + { L Tk} pm] — mkeryi ({73, rito + {7 piotre]
= €mni€hii {Pm> Tk} 01 Ln + {Pmy D3R Ly + { Ly Tk Y219+ { Ly DU TP
— mke {75, ri o0 + {75, P}l (4.15)
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gdje su preostale Poissonove zagrade:

{Pm, T} = — O

{Ln, 71} = {€amnTalb, Tk} = €apn[{Ta> Th I D6 + {Pb, T8} 7]
= 6abn<_§bk)ra = €kanTa

{Lnsp1} = €atniTalbs 1} = €apnl{Tas P1}Po + {Pb, Pi}7d]
= €abnOalPb = €1bnPb

Ip
(opd = {2p) = fropd + Copidr Zam%;

_ du 0(3) _ da a(%)
—7*”;%35—7+“%‘

(51‘[ (9(7”2)_1/2 6il 1 2\—3/2
== 7 + Ti(‘)—n == 7 + T —§(rq) / 2Tq5ql
. iy _nEn
o r3

Uvrstavanjem u izraz (4.15) dobiva se:

1 Tk
{Ai, L} = €pmmi€rii[—0miDiLn + €kanTaDiPm + €bnDoTkPm) — ke ;51'17'1{ + mkﬁklj,r—g

= 6mniemjlpan + Emni€klj€kan aPiPm + Emnieljkelbnpbrkpm] - mkeijkrk

= (5nj5il - 5nl(5ij)pan + €mni(5la5jn - 5ln5]'(1)7”0,]911)77L + Emni((;jb(;kn - 5nj5kb)pbrkpm

— mkeijkfk
= piLlj — 0Ly + €nmni(OinT1DiPm — T5PnPm + DiTnPm — OnjDkTkPm) — Mk€iji Ty
= DiLlj + €mniTiPnPm — €mniliTnDm — —MkeijiTy

= pilj + €pmiPnPm"j + €nmiTnPmpP; — Mk€jiTy
= piLj — pjL; — mkety

Jos preostaje pronaci Poissonovu zagradu izmedu komponenti LRL vektora.
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T T
{Ai, Aj} = {Gmm'men - mk:?, exiprle — m/f?j}
r; T
= Emm'eklj{menapkLl} - mkemnz{mena 7]} - mkeklj{?apkLl}
= €Emni€klj ({pma Ll}ank‘ + {mek}Llpm + {Lna Ll}pmpk)

T Ti T T
- mkemni ({pma ?]}Ln + {Ln7 %}prn) - mkeklj ({77]%}14 + {?7 Ll}pk)
(4.17)

Preostale zagrade su:

{Pm, Li} = €api{PmsTa}Pb = —€abiOmalo = —EmbiDo
{Ln, pr} = €candekPd = €xanpa
{Ln> Ll} = 6nquq

{p, Ty = TmTi _ Omi
T

73 r
r; T rari 04
Ln - €cdn1Pd - Te = €cdn I 3
(L0 2} = coanipa, 2} -
. TariTe ] Te ] Te
— Cedn™ 9 T CegnT — T Cejn
73 I Iy
T; P } . (51 Tk
ol = 28—
r’ r r3
iopy T B Tali g T
{= Li} = ean{—,Po}70 = €ant 3~ ) Ta= il
T T T T T

Uvrstavanjem izracunatih zagrada u izraz (4.17) dobivamo:
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{4, Aj} = €mni€rij€mnPpl — NPk + €nim€rij€nkaPaPmLi + €nim€xlj€nigLqPmDr — MK€mni

Tl Omi Te 0; rir
< J _ _]) Ln + ml{fﬁmmEan?pm — mk'éklj (7 — k) Ll

r3 r 73

Ta
- m/%ljkﬁlai ?pm

= €1 (On16ib — 0np0it ) Db Ln Dk + €x1j (OikOma — 0iaOmp ) PaPm Li
TmliLn — mk
- Eklj((silémq - 5zq5ml)Lqpmpk - mkemnzr—é + TejniLn

mk mk rirel;  mk

+ T(éicémj — 03 Ome)TePm — Tfilel + mkfkljr—g) — 7(53'(151«1' — 0ij0ka)Talk

TmriL, —mk
= €pnjPiLlnpr + Eiljszl — €xPiPr Ly — €ry Lipipr — mkepn, r; + TejniLn

mk mk rirel;  mk
+ 5 TiPj Tez’lel + mkey; 3 b
Tl iTe m mk TiTkTq
- Ez'ﬂPQLl-mkﬁmmEncd#pd + QTEilel + T(Tipj —ripi) + mkﬁuk%bi—i,)pb
mk T'mTjTc TiTETq
= —Eijlp2Lz + BTEilel — mk(0ic0ma — 6id5mc);—3pd + mk (0406 — djp0ka) ];3 b
k °ripi °rip;
= _eijlszl + 3m—€iﬂLl + mkr T;p - mkr 7"3]9]
r r r
mk mk mk
= —ep’ Ly + BTEilel - T(Tipj —ripi) = —€p’ Ly + QT%‘ILZ
= —2mH6ilel (418)
Na kraju su dobiveni sljedeci rezultati:
{Li, Lj} = €ijiLy (4.19)
{Ai7 Lj} = EijkAk (4~20)

Velicine unutar Poissonovih zagrada su zapravo generatori neke Liejeve algebre g. Da bi
struktura algebre bila vidljivija, uvodimo sljedece skaliranje vektora A [2]

D = pA, po = \/2m|H|.

Lako se vidi da Poissonove zagrade sa skaliranim vektorom D imaju oblik:

{Li, Lj} = eijiln (4.22)
{DZ‘, LJ} == Eijka (423)

gdje je predznak pozitivan ako je Hamiltonijan H < 0, a negativan ako je Hamiltonijan
H > 0. Mogu¢ je i slucaj gdje je Hamiltonijan H = 0, tada je Poissonova zagrada (4.24)
jednaka 0.

13



Ako je Hamiltonijan negativan, Poissonove zagrade o¢uvanih veli¢ina su

{Lm Lj} = EijkLkz
{D;, L;} = €Dy
{Di7 DJ} = eijkLk-

Ovakva algebra izomorfna je Liejevoj algebri so(4) [1]. Grupa s ovom algebrom je grupa
SO(4), to jest, grupa rotacija u 4D prostoru. Ova grupa je Sesterodimenzionalna §to je u
skladu s ocekivanjima zbog Sest ocuvanih velicina, tri komponente vektora L i tri komponente
vektora A.

Ako je Hamiltonijan pozitivan Poissonove zagrade o¢uvanih veli¢ina su
{Li, Lj} = eijiLy,

{Di,Lj} = Ez‘jka
{D“D]} - _eijkLk’a

Sto ¢ini algebru koja je izomorfna algebri so(3,1) [1], to jest, algebra grupe SO(3,1) koja
se joS naziva i Lorentzova grupa. To je grupa svih transformacija koje ¢uvaju metriku:
ds?* = da? — dy?® — dz® — dw?. Ova grupa je takoder Sesterodimenzionalna, §to je opet u
skladu sa ocekivanjem.

14



4.2 Objasnjenje dobivenih struktura u Keplerovom problemu

U ovom poglavlju je interpretirana struktura dobivena Poissonovim zagradama ocuvanih
veli¢ina. Pronadena je grupa simetrija za elipticne (SO(4)) i hiperbolne orbite (SO(3,1)),
a za slucaj elipticnih putanja eksplicitno su generirane orbite dobivene transformacijama
pomocu elemenata grupe SO(4).

Jednadzba gibanja za cesticu u centralnom potencijalu je

d?r r

a ukupna energija je
m|de|” k p (4.26)
2 |dt ro ‘

4.2.1 Elipti¢ne orbite

Promatranjem Keplerovog problema u prostor-vremenu i promjenom parametrizacije, de-
finira se koordinata t’. Zapisom jednadzbe gibanja i jednadzbe za energiju u novoj para-
metrizaciji dobiva se nova jednadzba gibanja, a jednadzba za energiju prelazi u jednadzbu
4D sfere iz koje je vidljivo da su Cetvero-brzina i energija invarijantne na djelovanje grupe
SO(4). Promotrena je infinitezimalna rotacija ¢etvero-vektora brzine i njezin utjecaj na br-
zinu u 3D prostoru. Generirano je djelovanje grupe SO(4) na proizvoljnu zatvorenu orbitu
za proizvoljni kut rotacije.

Kada su putanje elipse, energija je negativna (E < 0). Definiramo karakteristi¢nu brzinu V/,
karakteristi¢ni radijus R i karakteristi¢no vrijeme 7', na nacin [5]:

V== (4.27)

R=-—— (4.28)

R I m

Promatranjem Keplerovog problema u prostor-vremenu, prelazimo s parametra t na parame-
tar A uz uvjet ¢’ = r/V gdje crtica oznacava derivaciju po novom parametru A. Jednadzbe
(4.25) i (4.26) se parametriziraju po parametru A umjesto standardnog parametra t [5]. De-
rivacija po parametru A je t' = dt/d\, v’ = dr/d\.
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Sada je cilj napisati jednadzbu gibanja i jednadzbu energije pomoc¢u nove parametrizacije.
Operator derivacije d/dt postaje

d _dxd 14d

Jednadzba energije moze se zapisati

I,/

tl

2
=" k

N}

E=—

\)

)2 vt
2kt 2F

(7“/)2 o mv o E(tl>2 — O

(r')? —2VRY + V(') =0

(r')? = 2V2TH + V2T? — R? + V3(t')? = 0.

Na kraju, jednadzba za energiju postaje

() + V3t —T)* = R (4.31)

To je upravo jednadzba 4D hipersfere s centrom na koordinatama (t’,x’,y’,z")=(T,0,0,0) [5] .
Takoder se moze primijetiti da diferenciranje parametrom A nije promijenilo mjernu jedinicu
veli¢ina r i ¢, stoga slijedi da A mora biti bezdimenzionalana veli¢ina.
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Jednadzba gibanja u novoj parametrizaciji je

d’r r
Tar T s
T r
e T s
r''r —r'r’ r
mV2 3 = _k_3
r r
r'r’ r
= — R~ (4.32)
r r

Derivacija iznosa vektora r je

1 2 "
r = dil)\(r-r)l/2 = 5(1‘-1‘)_1/2 (%r) = rrr'

A druga derivacija je

d /. " Pl e il
@ r-r :rrr+rrr TI‘I" (4.33)
d\ \ r r?
Uvrstavanjem (4.32) u (4.33) dobivamo izraz za iznos radijalne komponente.
v (# — Rf) rr’ +r'v'r —r'v'r
r’ = =
_ r'rr’ — Rer +r'v'r —r'r'r
= >
Nakon sredivanja izraza dobiva se
r'r’
7"// = —R —+ T, (434)
sto se koristedi izraz za energiju (4.23) moze zapisati kao
R2 _ V2 t/ -T 2
,,J/ — —R + ( )
’
R* V2r2 2rR ., V?*R?
=—R+————=+-=v"———.
r V2 o orv? r V2
Skrac¢ivanjem clanova dobiva se
" =—r+R, (4.35)
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sto je pomocu uvjeta t' = r/V | ekvivalentno jednadzbi

" = —t' +T. (4.36)

Sada se moze dobiti jednadzba za r’" u vektorskom obliku. Pocevsi od jednadzbe (4.32) i
njenim diferenciranjem, dobiva se:

w vt +1'r"r —rer'r’ — Re'r + Rrr!
r

- = (4.37)
Uvrstavanjem izraza (4.32) i (4.35) u (4.37) dobiva se
't — Rr'r —v'r? +r'rR — rr'r’ — Rr'r + Rrr’
r" = =
Naposljetku preostaje
v =—r. (4.38)

Koristena je relativisticka notacija, gdje je v* ¢etvero-vektor brzine, v njegov dualni vektor,
gdje kada piSemo v* mislimo na objekt, a ne na njegove komponente. Konacno, neka je

vt =V (t' — T)e, + r’ tada se jednadzbe (4.36), (4.38) i jednadzba za energiju (4.31) mogu
izraziti kao [5] :

R

nE = —ot (4.39)
Vv, = R. (4.40)

Jednadzbe (4.39) je kovarijantna, a jednadzba (4.40) invarijantna pod djelovanjem elemenata
grupe SO(4). Vektor brzine v* opisuje veliku kruznicu na hipersferi s radijusom R. Velike
kruznice na sferi su zapravo gedezici pa se moze re¢i da se vektor v* giba po geodeziku
sfere [12] u prostoru brzina. Jednadzba (4.38) se moze rijesiti, pa je uz opcenite konstante
integracije njeno rjesenje

r = A cos(\) + Bsin(\) + C, (4.41)

gdje su A, B i C konstantni vektori. Jednadzba (4.41) je jednadzba elipse, $to dovodi do
zakljucka da se u 3D prostoru cestice gibaju po elipsama. RjeSenja Keplerovog problema
su elipse s fokusom u sredistu, pa je vektor C vektor iz ishodista elipse do fokusa. Vektori
A i B predstavljaju veliku i malu os te odreduju polozaj elipse oko ishodista koordinatnog
sustava.

Zelimo pokazati kakav efekt imaju rotacije éetvero-vektora brzine po hipersferi na putanje
u realnom prostoru. KoriStena je komponentna notacija vektora. Cetvero-vektor brzine je

18



T
vt = , . (4.42)
)
Matrice rotacije u 4D prostoru su
[ cos(f) —sin(d) 0 0] 10 0 0
R sin(f) cos(f) 0 0 R 0 cos(f) —sin(d) 0
tat = 0 0 10 Y10 sin(@)  cos(d) 0
0 0 01| 0 0 0 1|
[ cos(d) 0 —sin(d) 0 ] (1 0 0 0
R 0 1 0 0 R 0 cos(f) 0 —sin(0)
"' sin(@) 0 cos(@) 0 0 00 1 0
. 0 0 0 I | 0 sin(f) 0 cos(f) |
[ cos(f) 0 0 —sin(f) | 10 0 0
0 10 0 01 0 0
Bz = 0 01 0 Ry==174 cos(f) —sin(h)
| sin(f) 0 0 cos(0) | 0 0 sin(f) cos(f)

gdje indeksi oznacavaju ravninu rotacije. Djelovanjem matrice Ry, na vektor brzine v*
dobiva se novi vektor v*.

cos(\V(t' —T) — sin(0)x’
3 = Rl = ; (4.43)

T = vt 40 (4.44)

Projekcijom u 3D prostor mijenja se samo x komponenta vektora v, ostale komponente su
nepromijenjene. Nova brzina u z-smjeru je
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F=x+0V({H -T)

dz dt dzx dt ,
_— = —— -T
dt d\ dt d\ + OVt )
T dx
—t=—t+0V{Ht -T

dt dt + OV )

dz B dx

T
- 27 1— =
dt dt+W( t’)

Uz dodatan uvjet da je ' = r/V i pomoéu jednadzbe (4.29) slijedi:

& de R
ar _dv (R 44
@ V( r) (4.45)

Koriste¢i definiciju karakteristicnog radijusa R jednadzba (4.45) postaje:

& de k
0 gy (14— 44
@ V( * 2E7~> (4.46)

Izraz u zagradi veci je od 1 iz cega slijedi

dr dx

o > o (4.47)
Djelovanjem matrice rotacije Ry, povecali smo brzinu cestice u  smjeru, a time se orbita
razvukla u z smjeru, odnosno promijenjen je ekscentricitet. Energija je ocuvana pod SO(4)
transformacijama pa mora vrijediti da orbita dobivena takvom transformacijom ima istu
energiju kao i pocetna orbita. Djelovanjem elementima grupe SO(4) na prostoru cetvero-
brzina tako mozemo dobiti izraze za nove orbite koje su istih energija. Ako rotacija ostavlja
vremensku komponentu fiksnom, rotacija se dogada samo u prostornim dimenzijama. Nove
¢e orbite tada biti samo zarotirane oko ishodista, a istog ekscentriciteta. Taj je postu-
pak ekvivalentan djelovanju elemenata grupe SO(3) na orbite Cestica. Da smo razmatranje
o¢uvanih veli¢ina ogranicili na angularni moment, upravo bismo i dobili algebru so(3). An-
gularni moment je generator rotacija orbita, a takve transformacije opet daju orbite s istim
energijama.
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4.2.2 Generiranje zatvorenih orbita za proizvoljni kut rotacije

Rotacija za proizvoljni kut dobiva se integriranjem vektora cetvero-brzine v#, gdje se ¢lan
(' — T') moze zapisati kao —t"”" pomoc¢u jednadzbe (4.36). Dobiveni vektor je ¢etvero-vektor
polozaja

—Vcos(O)t" + K —sin(0)x + J

B —Vsin(0)t" + cos()x + J
= Y , (4.48)

z+ N

gdje su K, J, M i N konstante integracije. Konstante J, M i N su zapravo komponente
vektora C koji se u rjesenju jednadzbe (4.38) pojavljuje kao konstantni vektor. Rjesenja
jednadzbi (4.36) i (4.38) su:

t = Acos(A) + Bsin(A) + AT+ C (4.49)
r = A cos(\) + Bsin(\) + C. (4.50)

Iz jednadzbe (4.49) slijedi da je
t' = —Asin(\) + Beos(\) + T, (4.51)

t" = —Acos(\) — Bsin(\). (4.52)

Postavljanjem sljede¢ih pocetni uvjeta na vektor r

A=ai, B=bj, C=c'+dj,
vektor r se moze zapisati kao

r = (acos(\) + ¢, bsin(A\) +d, 0). (4.53)

Koristedi (4.52), (4.41) i zadane pocetne uvjete, vektor T se moze zapisati kao

Vsin(€)(A cos(N) + Bsin(A)) + K sin(f) + cos(0)(a cos(N) + ¢)
bsin(\) +d . (4.54)
0

Ll
|

Iz uvjeta t' = r/V proizlazi veza izmedu konstanti A, Bia, b, ¢, d.

(—Asin(A\) + Bcos(\) +T)? = i[(a cos(\) + ¢)? + (bsin(A) + d)?]

=
A?sin®(z) — 2AB sin(x) cos(z) — 2AT sin(x) + B? cos?(x) + 2BT cos(z) + T2
1
=72 (a2 cos?(z) + 2accos(x) + b? sin®(z) + 2bd sin(x) + ¢ + d2)
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Usporedbom ¢lanova dobivene su sljedeé¢e veze izmedu konstanti:

2 72 2
o td _ac , @
T = o BT_W B =77
bd , b?
Iz toga slijedi
2 2
A=l p_a p_Yerd (4.55)

Uz pomo¢ dobivenih veza vektor T postaje

sin(6) (b cos(A) + asin(A) + K) + cos(#)(a cos(A) + ¢)
bsin(\) + d . (4.56)
0

=
I

Jednadzba (4.56) je jednadzba orbita rotiranih elementom grupe SO(4). Za izbor a = 2,
b=1,¢=0,d=0, K =0 dobivene su orbite prikazane na slikama.

s

4

Slika 2: Orbita Cestice nakon rotacije ¢etvero-vektora brzine u ¢'x’ ravnini za kut 6 =
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Slika 3: Orbita Cestice nakon rotacije cetvero-vektora brzine u 'z’ ravnini za kut ¢ = 7.

Slika 4: Orbita Cestice nakon rotacije ¢etvero-vektora brzine u 2’ ravnini za kut 6 = 37”

Slika 5: Familija orbita cCestice razlicitog ekscentriciteta s istom energijom nakon rotacije
¢etvero-vektora brzine u ¢z’ ravnini.
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4.2.3 Hiperbolne orbite

Kada je energija negativna (E < 0), mijenjaju se definicije karakteristi¢nih veli¢ina [5] :

2F
V=4/=
m
k
k=355
R m
T===k/—
V & SE3

U ovoj ¢e se situaciji samo promijeniti predznaci u jednadzbama pa se na isti nacin, kao i u
elipticnom slucaju, dobiva jednadzba za energiju

VAt +T)* - (1) = R (4.57)

Jednadzba (4.57) je jednadzba hiperboloida s dvije plohe i s centrom u —T'e; [5] . Jednadzbe
gibanja se dobivaju na isti nacin kao i u elipticnom slucaju, jedina razlika je promjena
predznaka.

Vv, =R (4.58)

d?ot
= (4.59)

Vektor v opisuje veliku hiperbolu, odnosno geodezik na 4D hiperboloidu.
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5 Zakljucak

Pokazali smo da je u Keplerovom problemu uz energiju i angularni moment, ocuvan i Laplace-
Runge-Lenz vektor. Komponente LRL vektora, zajedno s komponentama angularnog mo-
menta, ¢ine Liejevu algebru grupe SO(4) za zatvorene orbite i Liejevu algebru grupe SO(3, 1)
za hiperbolne orbite. U slucaju zatvorenih orbita, Keplerov problem mozemo promatrati kao
gibanje ¢etvero-vektora brzine po hipersferi radijusa R tako da njegov iznos i smjer ostaju
nepromijenjeni. Projekcijom na 3D prostor dobivaju se elipse koje rjesavaju Keplerov pro-
blem. Djelovanjem elemenata grupe SO(4) dolazi do promjene ekscentriciteta orbite, te se
orbita rotira, tako da ukupna energija ostaje ista. LRL vektor je generator orbita razlicitog
ekscentriciteta ali s istom energijom. Ovdje je bitno napomenuti vaznost reparametrizacije.
U klasiénoj mehanici putanju ¢estice opisujemo sa r(t), a vrijeme koristimo kao parametar
krivulje. No to je samo nas izbor, pa se putanja moze reparametrizirati po nekom drugom
parametru, $to je nedovoljno naglaseno. LRL vektor se moze definirati i u Kvantnoj meha-
nici u slucaju vodikovog atoma, gdje nam sluzi za pronalazak energetskih razina elektrona

2]
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