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SazZetak

U radu istrazujemo formalizam Feynmanovih integrala po putevima kao alternativni pris-
tup kvantnoj mehanici (QM). Integral po putevima povezuje klasi¢nu i kvantnu teoriju
kroz princip minimalne akcije. U uvodnom dijelu, pomocu eksperimenta dvostrukog pro-
reza, prikazujemo osnovne kvantne principe kao npr. superpozicija, te uvodimo koncept
kvantnih prijelaza kao sumu preko svih mogucih puteva. Nadalje, prikazujemo kako se for-
malizam integrala po putevima izvodi iz kanonske QM. Bavimo se tehnikama racunanja
integrala po putevima, detaljno analiziraju¢i Gaussove integrale koji pomazu u izracu-
navanju propagatora. Dalje, fokusiramo se na konkretne primjere primjene integrala po
putevima na fizikalne sisteme poput harmonickog oscilatora, detaljno prikazujuci izracune
za propagatore opcenitijih lagranzijana. Konacno, istrazujemo vezu izmedu integrala po
putevima i statisticke fizike, objasnjavajuc¢i kako se particijske funkcije mogu izracunati
pomocu ovog formalizma.

Kljuc¢ne rijeci: Feynmanovi integrali po putevima, kvantna mehanika (QM), Gaussovi
integrali, harmonicki oscilator, statisticka fizika



Abstract

In this thesis, we explore the formalism of Feynman’s path integrals as an alternative
approach to quantum mechanics (QM). The path integral connects classical and quantum
theory through the principle of least action. In the introductory section, we illustrate
fundamental quantum principles such as superposition using the double-slit experiment,
and introduce the concept of quantum transitions as a sum over all possible paths. Furt-
hermore, we demonstrate how the path integral formalism can be derived from canonical
QM. We delve into techniques for computing path integrals, analyzing Gaussian integrals
that aid in the calculation of propagators. We then focus on specific applications of path
integrals to physical systems such as the harmonic oscillator, providing detailed calcula-
tions for propagators of more general Lagrangians. Finally, we investigate the connection
between path integrals and statistical physics, explaining how partition functions can be
computed using this formalism.

Keywords: Feynman’s path integrals, quantum mechanics (QM), Gaussian integrals,
harmonic oscillator, statistical physics



Uvod

Prema [1], postoje tri ! osnovne formulacije kvantne mehanike (QM):
« Matri¢na formulacija (W.Heisenberg, 1925.)
« Valna formulacija (E.Schrédinger, 1926.)
» Formulacija integrala po putevima (R.Feynman, 1942.-1948.)

Matri¢na (Heisenbergova) formulacija QM [3] kvantna stanja predstavlja kao vektore |1))
koji "zive" u Hilbertovom prostoru [4]. Baza Hilbertovog prostora moze biti diskretna,
a kvantna stanja |¢) mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju vektora baze |n) kao
[) = > cp|n), t.d. vrijedi 3 |cn\2 = 1. Nadalje, u takvoj formulaciji operatore gledamo

kao beskonacne matrice. Opcenito, operator A, koji predstavlja fizikalnu veli¢inu, moze
biti zapisan kao matrica A = 37 A|i) (j]. Kljucan koncept ovdje je Heisenbergova slika u
Z?]

kojoj su operatori vremenski ovisni, A = A(t), a kvantna stanja |¢)) konstantna. Zbog toga
mozemo promatrati vremensku evoluciju operatora A(t) koja je opisana Heisenbergovom
jednadzbom

dA i . . 0A

5, = 7[H7 A + a0

dt h ot

gdje je [H, A] komutator definiran kao [H, Al = HA — AH, a H je hamiltonijan sistema.

[a—

Valna (Schrodingerova) formulacija QM [5] kvantna stanja opisuje valnim funkcijama
Y (z,t). Valne funkcije predstavljaju amplitudu vjerojatnosti pronalaska cestice na polo-
zaju z u vremenu ¢, a njihov kvadrat |¢(z, t)|? predstavlja gustocu vjerojatnosti pronalaska
Cestice u tocki (z,t). Za razliku od matri¢nog pristupa, ovdje su fizikalne veli¢ine dane
diferencijalnim operatorima koji djeluju na valnu funkciju. Na primjer, za impuls imamo
D= —z'ha% pa je py(x) = —ihazg—x). Suprotno Heisenbergovoj slici, u Schrodingerovoj slici

(

T
valna funkcija ovisi o vremenu dok su operatori konstantni, a vremenska evolucija takve
valne funkcije opisana je Schrodingerovom jednadzbom

L0 -
tho [0 (1)) = H|y(t).
Za vremensko nezavisni hamiltonijan, rjesenje Schrodingerove jednadzbe dano je s

14(0)),

i

[$(t)) = e

gdje je U(t) = e~ 7 unitaran operator vremenske evolucije.

1Zapravo, prema [2], postoji devet formulacija kvantne mehanike.



E. Schrédinger je u treem dijelu svoje serije radova [6] pokazao ekvivalentnost ma-
tricne i valne QM.

Feynmanova formulacija QM [7,8], poznata jo$ i kao formulacija integrala po putevima
(eng. path integrals) objasnjena je na konceptualno drugaciji nacin u odnosu na prve dvije
formulacije. Takva formulacija omogucuje nam vrlo duboku poveznicu izmedu klasi¢ne i
kvantne teorije kroz princip minimalne akcije. Osnovna ideja je opisati prijelaz iz pocetnog
polozaja Cestice (x;,t;) u konacan polozaj ¢estice (x,tr) koristeéi sumiranje svih moguéih
puteva koji povezuju ta dva polozaja. U nastavku ¢emo pokazati da svaki put doprinosi
ukupnoj kvantnoj amplitudi s faznim faktorom e#5*®! pa ukupnu kvantnu amplitudu

mozemo pisati kao

(wptr | witiy = [ Dlae))etsE),

gdje 2[x(t)] predstavlja integral po svim moguéim putevima z(t). Takoder, u iduéem
poglavlju pokazat ¢emo kako dobiti, u limesu h — 0, iz Feynmanove formulacije klasi¢nu
mehaniku (CM) te vidjeti da tada dominiraju oni putevi koji su susjedni klasi¢nom putu.



Poglavlje 1

Formalizam integrala po putevima

1.1. Eksperiment dvostrukog proreza

Prvo éemo ukratko opisati eksperiment dvostrukog proreza [7,9] (eng. double-slit), a onda

vidjeti kakve to veze ima s integralom po putu. Postavka eksperimenta je sljedeca (slika
1.1.1):

* Izvor elektrona. (A)
* Pregrada s dva paralelna proreza. (B)

* Ekran s detektorom. (C)

A B c

Slika 1.1.1. Eksperiment dvostrukog proreza. [10]

U klasi¢noj valnoj teoriji, kada bismo postavili pregradu s dva otvora doslo bi do interfe-
rencije valova te bi se na ekranu stvorio uzorak svijetlih i tamnih pruga (ovisno radi li se
o konstruktivnoj ili destruktivnoj interferenciji). Sto ako ispaljujemo elektrone? Za slucaj
kada imamo samo jedan otvor, dobili bismo isti rezultat kao i u klasicnom objasnjenju
(na ekranu bismo vidjeli otisak elektrona koji odgovara veli¢ini otvora). Ako razmisljamo
na nacin da se elektron ponasa kao cestica, logi¢no je za ocekivati da ¢emo dobiti isti
rezultat i kod pregrade s dva otvora. Ali neCemo! Kada elektroni produ kroz dva otvora,
dobijemo isti uzorak kao i kod valova. Nakon toga je isprobano ispaljivanje elektrona po
elektron, ali opet je doslo do interferencije elektrona sa samim sobom. Louis de Broglie
se tada, u svojoj disertaciji [11], zapitao ponasa li se elektron kao val. QM takve rezultate
objasnjava na nacin da je elektron opisan valnom funkcijom koja prolazi kroz oba otvora.
Omno sto zelimo mjeriti jest tok (eng. flux) elektrona, kojeg ¢emo oznaciti s F. Takoder,
neka je polozaj izvora elektrona A, polozaj pregrade B, te polozaj ekrana C. Neka su



otvori na pregradi 1 i 2. Ako je otvor 1 otvoren, a 2 zatvoren, tada mjerimo tok F}.
Obratno, mjerimo Fy, a za sluc¢aj kada su oba otvora otvorena, mjerimo tok F'. Ocekivali
bismo da mora vrijediti F' = F| + F3, ali zbog interferencije izmedu dva vala koji prolaze
kroz 1 i 2 moramo dodati i interferencijski doprinos, Fj,;, pa vrijedi

F=F +F+ Fp. (1.1.1)
Mozemo pisati [7],
F = |0 + Oy = |®1] + |Dy* + 2R (D1 D), (1.1.2)
F; F F
1 2 int

gdje su ®; i ®, valne funkcije koje zbrajamo, a njihov kvadrat apsolutne vrijednosti daje
ukupni tok. Nadalje, Fj,; predstavlja razliku izmedu CM i QM jer opisuje efekte koji se
javljaju interferencijom valnih funkcija. Postavlja se pitanje Sto je elektron, odnosno kako
interpretirati izraz (1.1.2)? MoZemo sumirati da je eksperimentom utvrdeno sljedece:

* Ako znamo kroz koji otvor elektron prolazi (detektor se postavi na otvor), tada
se elektron ponasa kao cestica te nema interferencije sto je u skladu s klasi¢nim
ponasanjem.

* Ako ne znamo kroz koji otvor prolazi elektron tada se elektron ponasa kao val na
nac¢in da interferira sa samim sobom te se na ekranu pojavi interferencijski uzorak
Sto smatramo kvantnim ponasanjem.

Iz ovog eksperimenta vidimo fundamentalnu razliku izmedu CM i QM: kroz interferen-
cijske uzorke pokazano je da se elektron moze ponasati i kao val, sto nas dovodi do
valne prirode materije. Prema Kopenhaskoj interpretaciji QM [12,13], valna funkcija ®
predstavlja amplitudu vjerojatnosti za razli¢ite ishode mjerenja, a njen kvadrat F' = |®|?
predstavlja gustocu vjerojatnosti pronalska cestice na odredenom mjestu. Bitan zakljucak

je da ono sto zapravo zbrajamo nije gustoca vjerojatnosti F', nego amplituda vjerojatnosti

®, sto je fundamentalni koncept u QM. Sada ¢emo, na temelju eksperimenta, izredi
tri osnovna principa QM:

a) Svakome dogadaju pridruzimo amplitudu @, a vjerojatnost tog dogadaja je kvadrat
amplitude P = |®|?.

b) Ako se neki dogadaj klasicno moze dogoditi na nekoliko nacina (npr. za broj otvora
i=1,2,...,N), ada je svaki od tih nacina karakteriziran amplitudom ®;, tada je ukupna

N
amplituda dogadaja njihova suma & = 3 P,.

i=1
c) Ako se neki dogadaj dogada na nacin koji se moze dekomponirati u nekoliko indivi-
dualnih koraka (j = 1,2,...,n), pri ¢emu je svaki korak opisan amplitudom ®;, tada je

ukupna amplituda dogadaja njihov produkt & = ﬁ ;.

7j=1

Sjetimo se, u Schrodingerovom pristupu, koji daje naglasak valnim osobinama cestica,
amplitudu vjerojatnosti racunali smo pomoc¢u Schrédingerove jednadzbe. Ovdje ¢emo
analizirati drugaciju, ali potpuno ekvivalentnu, metodu za racunanje amplitude vjerojat-
nosti, a to je metoda integrala po putevima. Pokusajmo ilustrirati tu metodu tako da se
vratimo na eksperiment dvostrukog proreza. Za situaciju gdje imamo dva otvora, ukupna
amplituda vjerojatnosti je zbroj amplitude vjerojatnosti da cestica ide kroz otvor 1 te
amplitude vjerojatnosti da cestica ide kroz otvor 2: & = &, + ®5. Ako dodamo treci otvor,



i dalje ¢e vrijediti princip superpozicije ® = &, + ®5 + ®3. Nadalje, uvedimo dodatni
ekran tako da ga stavimo izmedu A i B te neka se on nalazi na polozaju D (slika 1.1.2).
Ekran ima N otvora (rupa) ¢ije ¢emo polozaje oznaciti sa x}, 2%, ..., 2N, Znadi, sada
promatramo situaciju u kojoj imamo:

* Fkran A kojeg gledamo kao izvor Cestica.

* Ekran D koji ima N rupa na poloZajima x%, (i = 1,2,..., N). Njega gledamo kao
dodatan sloj kroz kojeg prolaze ¢estice kako bi dosle do ekrana B.

* FEkran B koji ima tri rupe koje ¢emo oznaciti a = 1,2, 3. Ako je Cestica prosla kroz
D tada moze dodatno proé¢i kroz jednu od tri rupa.

* Ekran s detektorom C' koji, u konacnici, biljezi rezultate interferencije.

I

ER
: 2
N1l
IN
A D B C

Slika 1.1.2. Eksperiment viSestrukog proreza. [10]

Iz navedenog mozemo zakljuciti da je & = ® (xﬁ),oz), gdje sa (xi),oz) ozna¢avamo ko-
ordinate puta. Na primjer, ako Cestica prolazi kroz rupu z}, na ekranu D te zatim kroz
rupu a = 2, tada je amplituda vjerojatnosti za taj konkretan put ® (x}),a = 2). Uz-

mimo joS put (xQD, o= 3) sa amplitudom vjerojatnosti ® (:L‘QD, a = 3). Koriste¢i nacelo
superpozicije, ukupna amplituda vjerojatnosti za ova dva puta je

® =& (2,0 =2)+ (13,0 =3). (1.1.3)

Opcenito, za situaciju sa N rupa na D i tri rupe na B pisemo
N .
=3 ® (25, a) . (1.1.4)

Sada mozemo promotriti sluéaj kada na ekranu D imamo beskonac¢no rupa, tj. N — oo.
Tada mozemo napraviti prijelaz

> (vh) > [ @ (an)deo, (1.15)

gdje smo sa sume po svim rupama na D presli na integral preko svih moguéih polozaja
zp na D pa (1.1.4) postaje [7,10],

o= Y /de®(xD,a). (1.1.6)

a=1,2,3



Dodajmo ekranu D, koji se koristi kao fiktivni uredaj, M ekrana Dy, D,, ..., Dys. Sada
amplitudu vjerojatnosti gledamo kao ® = ¢ (xDl,:UDQ, ..., Tp,; ) te moramo uzeti u
obzir sve moguce puteve kroz sve fiktivne ekrane kojih ima M. Na primjer, za integral
[ dxp, gledamo sve moguce puteve cCestice koja prolazi kroz rupe ekrana D, i tako sve do
[dxp,,, pa (1.1.6) postaje [7,10],

o = Z /dxpl/dxp2-~/deMq> (a:Dl,xDQ,...,xDM;a). (1.1.7)

a=1,2,3

Konacno, gledamo situaciju sa beskonacno fiktivnih ekrana. U limesu kada N — oo
(beskonacno rupa) i M — oo (beskonac¢no ekrana) mozemo re¢i da Cestica putuje kroz
prazan prostor. Neka je (z;, ;) pocetni polozaj Cestice, a (z,yy) konacni polozaj Cestice,
gdje x predstavlja polozaj rupe, a y polozaj ekrana. Puteve od (x;,y;) do (xf,ys) oznacit
¢emo funkcijom z(y), gdje vrijedi z(y;) = x; i z(yf) = xy. Znamo da polozaj ovisi o
vremenu pa ¢emo, umjesto z(y), koristiti z(¢) i y(t) da bismo vidjeli gibanje Cestice kroz
prostor tijekom nekog vremena. Koristeci diskretizaciju vremena od t; do t¢, put moZemo
gledati kao niz tocaka (xo,y0), (z1,91),---, (TN, yn), gdje su zx = x (tx) 1 yp = vy (tr).
Opcenito, vremenska tocka ), odgovara odredenom polozaju Cestice (z (tx),y (tx)) za k =
0,1,..., N [14]. Kao sto smo ranije rekli, svaki moguéi put daje svoj doprinos ukupnoj
amplitudi vjerojatnosti. To zna¢i da & mozemo gledati kao sumu preko svih moguéih
puteva {x(t),y(t)} koji ¢ine skup svih moguéih funkcija x(t) i y(¢) [15],

o= > o({x(t).y®)}). (1.1.8)

svi putevi

{z@®).y(®)}

Omno $to dalje zelimo jest dati smisao relaciji (1.1.8), odnosno vidjeti kako se sa njome
racuna?’

1.2. Formulacija integrala po putu

Neka je K (3: Falpia, ti) kvantna amplituda [8,16] vjerojatnosti kojom Zelimo opisati giba~
nje iz tocke z; (t;) u tocku x¢(ts) te neka je {7} skup svih mogucih puteva izmedu tocaka
(xi,t;) 1 (xf,tr) tako da vrijedi z (t;) = z;, x(ty) = x;. Na primjer, ako gledamo gibanje
cestice izmedu z; i y na nacin da Cestica moze putovati dvama razlic¢itim putevima v, i
~2, tada su amplitude vjerojatnosti za te puteve ® (v1) i ® (72), a ukupna amplituda K je

K (2p,tg2,t) = @ () + @ (32) - (1.2.1)

Za sve moguce puteve dobivamo [10],

K (vptpant) = Y o({1}). (1.2.2)

svi putevi

{7}

Postavlja se pitanje kako ra¢unamo kvantnu amplitudu? Paul Dirac u svome radu [17]
dolazi na ideju da je amplituda vjerojatnosti povezana s klasi¢cnom akcijom. Dakle, Dirac

pogada ®[y] = f (%), gdje je f funkcija koja u limesu A — 0 vodi na klasi¢an put. Zbog



brojnih pogodnosti, probao je sa eksponencijalnom funkcijom
ly] = e, (1.2.3)
pa je ukupna amplituda vjerojatnosti

K(xf,tf;xi,ti): > ersShl, (1.2.4)
svi putevi

{7}

Pokusajmo opravdati odabir eksponencijalne funkcije.

1. Heuristicki. Gledamo klasi¢nu situaciju, a ideja je sljedeca: gradijent akcije % je
za ve¢inu puteva puno vec¢i od h, S > h, Sto znaci da uzrokuje vrlo brze, 'divlje", osci-
lacije u fazi e#“D]. Pogledajmo, u primjeru kada imamo dva susjedna puta 7y, i 2, zasto
¢e doéi do njihovog medusobnog ponistavanja. Cilj je pokazati enSl 4 enSh2l = 0. Za
neku malu razliku u akeiji, AS, mozemo pisati S [y2] = S [y1] + AS pa je suma faznih
faktora za ta dva puta ernshnl 4 e (SMITAS) _ (i8] (1 + e%AS) Ako pogledamo clan iz

zagrade 1 + ei®% odmah je vidljivo da za AS — 0 dolazi do poniStavanja u fazi. Zaklju-
cujemo da se za velike akcije doprinosi susjednih puteva ponistavaju kroz destruktivnu
interferenciju. Kada se javlja konstruktivna interferencija? Javit ¢e se ako gledamo razne
puteve, ali one koji imaju slicne akcije (i faze). Znamo da klasi¢an put v, ima stacionarnu
akciju (S[y] = S[v.]) tako da putevi koji se nalaze blizu klasiénom putu imaju pribliznu
akciju akeiji klasi¢nog puta. Mozemo to formalno pokazati tako da akciju S|y| razvijemo
u Taylorov red oko klasi¢nog puta .,

Sl =Shd+ 2] -0+ 255 onr e (-t (29)

v =S 5777 Ye 267%7 Ve Y=Y 2.

Zanemarujuéi doprinose treceg i vise reda te koriste¢i uvjet stacionarnosti % = 0,
Ye

dobivamo aproksimaciju za akciju blizu klasi¢nog puta,

1628
5672 (v — %)2 ] (1.2.6)

Ye

Sl = S el +

Posto su akcije sli¢ne, zakljuc¢ujemo da su i fazni faktori e#0! sli¢ni, odnosno kada ih sve
sumiramo dobivamo konstruktivnu interferenciju. Konkretnije, ako promotrimo put koji
je blizu klasi¢nom putu, njegova akcija je S[y] = S. + 5. Pitamo se kada ¢e nam faktori
biti isti (ili sli¢ni)? U slucaju kada je 6S < A slijedi da je ei® =~ en% §to za vrlo male
varijacije (7% ~ 1) dovodi do konstruktivne interferencije.

Sumarno receno, za konstruktivnu interferenciju vrijedi |S — S| < A (sli¢ni fazni fakto-
ri/akcije te se doprinosi zbrajaju), a za destruktivnu interferenciju vrijedi |S — S, > h
(velika razlika u faznim faktorima/akcijama te se njihovi doprinosi ponistavaju). Nadalje,
promatranjem faznog faktora u limesu A — 0,

enShl — eo5hl, (1.2.7)

vidimo da sve faze imaju "divlje" oscilacije te se medusobno ponistavaju osim za onaj put
Cija je akcija stacionarna. Drugim rije¢ima, u tom slucaju svi se kvantni doprinosi poniste,



a jedino Sto ostaje je klasican put i zato mozemo rec¢i da je h — 0 klasican limes. Za joS
bolju ilustraciju ovoga mozemo razmotriti sljedeci integral

[= /dxe%fm. (1.2.8)

Razvijanjem u red funkcije f(x) oko stacionarne tocke xs = 0, zanemarujuc¢i doprinose
O(a%), slijedi f(x) ~ f(0) + £ 2(0)1' pa integral postaje

170 2

—+00
[~ 7O/ / dre =, (1.2.9)

r 2( 2 daje glavni doprinos varijaciji funkcije f(x). Pogledajmo
1"(0)
2h

reda veli¢ine %(hm(\/ﬁ) ! ;h h = L Posto je ¢’ 5% Lonstanta zakljucujemo da se
fazni faktor ne mijenja brzo iz cega Slljedl da svi doprinosi konstruktivno interferiraju.
Ako pak gledamo podruéje gdje je 2% > h, eksponent postaje velik pa svi doprinosi faza

medusobno destruktivno interferiraju, odnosno poniste se.

Vidimo da kvadratni ¢an

Sto se dogada sa fazom u podrucju gdje je f”(0)z? ~ k. Tada je ¢lan u eksponentu

"

1’

2. Princip superpozicije. Promotrimo situaciju u kojoj imamo dva puta: v; koji u
nekom vremenskom intervalu [t;, t;,:] ide od tocke z; do y te ¥ koji u nekom vremenskom
intervalu [t;n, tf] ide od y do z . Spoj tih puteva daje ukupan put 72 pa je ukupna akcija

S [a] = /L(x(t),x‘(t))dt+ / Lz (t), #(8))dt, (1.2.10)

ti tint

tj.
Smal = Sl + Shel, (1.2.11)

iz Cega vidimo da je akcija S aditivna velicina. Nadalje, opcenito kvantnu amplitudu
mozemo pisati kao ®[y] = e#°M). Za ukupan put ;5 ona je

D [y15] = e#Simal _ e%(5[71}+5[“/2])_ (1.2.12)
Koristedi svojstva eksponencijalne funkcije dobivamo

D [y12] = @[] - @[], (1.2.13)

iz ¢ega slijedi da je amplituda ® faktorizabilna veli¢ina. Zelimo izra¢unati ukupnu kvantnu
amplitudu vjerojatnosti za prelazak iz tocke (x;,¢;) u toc¢ku (zy,ts) koristeéi tocku koja
se nalazi izmedu njih, nazovimo ju (y, t;,;). Neka je amplituda prijelaza cestice iz (z;,t;)

u (y,tine) dana s K (y, tin; x4, t;), a amplituda prijelaza Cestice iz (y, tine) u (2, t5) dana
s K(zy,tr;y, tine). Integracijom preko svih moguéih tocaka y, koristedi aditivnost i fakto-



rizabilnost, dobivamo izraz za ukupnu amplitudu vjerojatnosti

K ($f7tf7xl7 / dyK xfatf7y7tznt> K<y7tint;xi7ti) . (1214)

Pojedine amplitude napisemo kao

K(xfatf;y7tint> = ZG%S[’YQ] i K(ya it Li, z Z@f b (1215)
Y2

te ih uvrstimo u (1.2.14),
K(xf,tf,xl, i /dyZeh 12(v)] Zeh my (1.2.16)

_ /dyzzeﬁ W] . ¢#Shew) (1.2.17)

772

_ /dyz # (S @)]+5hew)) (1.2.18)

1,72

_ /dyzeh M2(y)] (1.2.19)

Y12

Zaklju¢ujemo da sumiranjem svih moguc¢ih puteva v, i 75 te integracijom po svim medu
tockama y mozemo dobiti ukupnu kvantnu amplitudu vjerojatnosti. Vjerojatnost prijelaza
Cestice, P, ratunamo kao P = |K|*.

Sto ako umjesto (1.2.3) napravimo neki drugi odabir za ®? Kao izgledni kandidat nameée
se odabir @ = ¢, Princip superpozicije i dalje ¢e vrijediti, a dokaz se provodi kao
i za odabir (1.2.3). Analizom integrala (1.2.9) pokazali smo da dominiraju oni putevi

koji su sedlene tocke akcije, tj. tocke koje zadovoljavaju uvjete: 2 = 0, ‘;275 > 0 ili

oy

. Sl e . . s

%ﬁ < 0. Za odabir ® = e & to ne vrijedi jer se favorizira minimum akcije, tj. za
manje akcije eksponencijalni faktor postaje veé¢i. Prema tome, takav odabir nije dobar

jer sedlaste tocke nece biti favorizirane, odnosno bit ¢e zanemarene. Pogledajmo jos Sto
i 2
bi bilo da odaberemo ® = ¢(#50)". Jedan od tri osnovna principa QM, koja smo ranije
naveli, jest princip superpozicije. Prema Diracovom prijedlogu (1.2.3) faze se zbrajaju
7 i i 7 2
e (Sinl+saln]) — pisin] ein2D2l ali za izbor & = (#5016 nede vrijediti jer bismo u
eksponentu dobili

(zslém] . iSzi:L[VQ])Z _ (2'51;71])2 . <Z’Szf_£’72]>2 L i FEM] i, rpﬂ’ a0

Sto narusava svojstvo aditivnosti pa zakljucujemo da & = e(i$ )’ takoder nije dobar
izbor.

Pogledajmo $to se dogada ako skaliramo akciju za neki faktor A. U CM akcija S(x, )
prelazi u Sy(z, &) = AS(x, z), ali to vodi na istu fiziku. Naime, Euler-Lagrangeove (E-L)




jednadzbe [18] su

d [o0L)] OOL)
dt[ k. ] S (1.2.21)
\ [jt (gﬁ) _ g’; _o. (1.2.22)

Zakljuéujemo da vrijednost od S nije bitna (nije fizikalna) jer su ekstremi od S i S isti.
Ekstremi akcije su stacionarne tocke koje odgovaraju klasiénim putevima -, iz ¢ega slijedi
da i oni moraju ostati isti. U QM postavlja se prirodna granica na vrijednost akcije S.
Za S > h fazni faktor en5D! uzrokuje destruktivnu interferenciju izmedu razlicitih puteva
Sto znaci da se vecina tih doprinosa ponisti. Takoder, kao Sto smo ve¢ objasnili, za kla-
sicne puteve, za koje mora vrijediti % = 0, faktor en°M! sporo oscilira, a to znadi da za
takve puteve doprinosi interferiraju konstruktivno. Zakljucno, za S > h, najveéi doprinos
kvantnoj amplitudi vjerojatnosti K daju klasiéni putevi (S > h — CM).

Kada je S ~ h (ili manji), faktor ea*D] ne oscilira brzo (S[y]/h ~ 1) $to znaci da svi
doprinosi puteva imaju znacajan doprinos konacnoj amplitudi (nema destruktivne inter-
ferencije). Iz ovoga mozemo zakljuciti da ¢ak i oni putevi koji su daleko od klasi¢nog puta
daju svoj doprinos ukupnoj amplitudi K ~ 3" e#D! (S ~ R (ili manji) — QM).
Pogledajmo zasto je ipak klasican put posebniji od drugih. Cilj je pokazati da je najvaz-
niji doprinos integrala po putevima upravo onaj od klasi¢nog puta. Uzmimo dva susjedna
puta x(t) i 2'(t) = x(t) + n(t), gdje je n(t) < 1. Razvoj u red od S [2/(t)] daje

S|2'(6)] = Sla(t) +n(t)] = Slx(t)] + /dt(sif;)n(t) +6(n*). (1.2.23)

Fazni faktori (doprinosi integralu po putu) su

x(t) — exp (W) : (1.2.24)
T'(t) — exp (Wh,(m) = exp ; Slz(t)] + /dt(sii)n(t) +0 (772) (1.2.25)

pa je njihov kombinirani doprinos

A (S

~.

<w§m>@m}iSmm+/ﬁ£%mw+ﬁ@ﬂ

i

= exp <zS[a:h(t)]> 1+ exp ; Slx(t)] + /dtéii)n(t) +0 (7]2)

i

10



Razlika u fazi ova dva doprinosa je

Ag=? [a:’(t)}h—S[x(t)} _ ;/dt(wn@ +0 (). (1.2.26)

Ako je x(t) = z.(t), tada je 5‘;5”&;)]

= 0 te nestaje prvi ¢lan iz (1.2.26). Dobivamo
zc(t)
da je razlika u fazi vrlo mala, tj. reda velicine & (772) sto ¢ini klasican put dominantnim
doprinosom u formalizmu integrala po putevima.

11



Poglavlje 2

Iz kanonske QM do integrala po
putevima

2.1. Propagator

Propagator K je matri¢ni element operatora evolucije U (tf,t;) u koordinatnoj reprezen-
taciji [19]

6—%ﬁ(tf—ti)

K (xf,tf,xi,ti) = <xf xi>, (2.1.1)
gdje je H hamiltonijan sistema, a U (tf,ti) je operator evolucije koji opisuje kako se
kvantno stanje razvija tijekom vremena. Za vremenski neovisan hamiltonijan, operator
vremenske evolucije dan je s N

Uty t;) = e wf(tr=ti), (2.1.2)

Propagator K mozemo interpretirati kao amplitudu vjerojatnosti da ¢e cestica koja je na

pocetku bila lokalizirana na polozaju (z;,t;) biti nadena na polozaju (:E £t f). To mozemo
zapisati kao

K (:Ef,tf;xi,ti) = <xf,tf xi,ti>, (2.1.3)

gdje su

U Heisenbergovoj reprezentaciji, vremenski ovisni vektori stanja definirani su kao

Ty, tf> vektori stanja u Heisenbergovoj reprezentaciji [3].

i

xf7tf> = ethf

i Ht.
x27t1> = eﬁHtZ

a:f>. (2.1.4)

Uvrstavanjem relacije kompletnosti

“+o0o
= /dx|w,t)<x,t| (2.1.5)

12



u izraz (2.1.3), dobivamo

<xf,tf x,t> <x,t

400
K (xf,tf;xi,ti) = / dr K (a:f,tf;x,t) K (x,t;z;,t;) , (2.1.7)

“+oo
xi,ti>: /da:<xf,tf

— 00

ili

gdje je t € [t;, ts]. Zapis (2.1.7) koristimo kako bismo dodatno naglasili integraciju po
svim medu polozajima x u trenutku ¢. Intuitivno, (2.1.7) vodi do formalizma po pute-
vima, gdje propagator mozemo interpretirati kao sumu po svim moguéim putevima od
(wi,t;) do (xp,ty).

Glavni izazov u tom formalizmu jest eksplicitno pokazati ¢emu je jednak propagator K
iz (2.1.3), ¢ime ¢emo se baviti u nastavku.

2.2. 0Od Schrodingerovog formalizma do integrala po
putevima

Richard P. Feynman prvi put je doSao na ideju o integralima po putevima u svojoj diser-
taciji 1942. godine [20]. Detaljno je izlozio tu ideju 1948. godine u svome radu "Space-Time
Approach to Non-Relativistic Quantum Mechanics" [8,21].

Shvatio je da mozemo podijeliti vrijeme na N jednakih infinitezimalnih intervala e i gle-
dati amplitude za svaki infinitezimalni korak. Takvu situaciju promatramo na intervalu
[ti,ts], gdje su t; i t; poCetno i konacéno vrijeme u kojemu se Cestica nalazi, respektivno.
Vazno je naglasiti da je Feynman pretpostavio da se ¢estica ne moze vracati natrag (npr.
doéi iz vremenskog trenutka o u ty).

Koristimo ; y
e:tkﬂ—tk:%, k=0,...,N—1, (2.2.1)
tf = tN, tz = to, (222)
Tp=TN, Ti = To. (2.2.3)

Nadalje, za svaki pomak e ubacujemo relaciju kompletnosti u (2.1.3)
+o00
I= / dz|a) (2, (2.2.4)

sto znac¢i da imamo (N — 1) relacija kompletnosti pa pisemo

+o0o +00
<$f775f $z‘7ti>: /dIN—1"'/dJC1 <$N7tN 96‘N-1JN-1>"'<$1;?51

—00

xo,t0> (2.2.5)
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Svaki doprinos unutar integrala iz gornjeg izraza predstavlja propagator izmedu susjednih
polozaja Cestice [22]: (xyy1, i1 | Tk, tg). Izraz (2.2.5) mozemo zapisati kompaktnije kao

tooy—1 N-1
<33f>tf ﬂfiﬂfz’>=/ IT daw| - | ] <$k+1>tk+1

o LE=1 k=0
Da bismo pojednostavnili matematiku, razmotrimo situaciju kada N — oo. Mozemo pisati

xktk>] . (2.2.6)

e¥ =eN...eN = (eﬁ> . Za + < 1, koristeci Taylorov razvoj, slijedi
—_———
N-puta

e :1+N+ﬁ<N2>, (2.2.7)

ili, kada eksponenciramo na N-tu,

e* = (1+;+ﬁ<]\1[2>)N. (2.2.8)

L.Euler [23] prvi je definirao eksponencijalnu funkciju kao

. z\ N
e’ = Nll_I)nQQ (1 + N> , (2.2.9)
Sto nas usporedbom sa (2.2.8) navodi da mozemo zanemariti doprinose &(1/N?). U nasem
slucaju, x su operatori. Pretpostavimo da je hamiltonijan standardnog oblika

A A2

=~ > p “
H=T = — . 2.2.1
+V - + V(%) ( 0)

Za neka dva operatora, AiB , op¢enito vrijedi eAeB #+ eATB osim ako medusobno komuti-
raju ([A, B] = 0). U QM, operatori Z i p medusobno ne komutiraju (odredeni su relacijom
[z, p] = ih). Zbog toga koristimo Baker—Campbell-Hausdorff (BCH) formulu [24] (za do-
kaz vidjeti dodatak A)

eAeB — pA+B+5IA B+ 35 ([A[A B +[B,[B,A]) +- (2.2.11)
Primijenjeno na nas slucaj, operatori su A= —%ET i B= —%ef/, iz Cega slijedi
e HT) = i T T g (¢2). (2.2.12)

Sljedece sto trebamo jest valjanost Trotterove formule [25]

eAtB = (ez’3+53)N = lim (eﬁ -e53>N, (2.2.13)
N—o00

gdje su A=TiB=V.Za ogranicene operatore dokaz je puno jednostavniji (koristi se

Taylorov red za eksponencijalnu funkciju) dok za neograni¢ene operatore dokaz zahtijeva

sofisticiraniji pristup. Temelji se na poznavanju funkcionalne analize (vidjeti npr. [4,26]).

Uz navedene aproksimacije, vra¢amo se na izraz (2.2.6) kako bismo odredili propagator

14



(Ths1, thr1 | Tr, tr) [27]). Koristimo definiciju € = t;41 — tx, jednadzbe svojstvenih vrijed-
nosti za operator i impuls
Tlx)y =z|z), (2.2.14)

plp) =prlp), (2.2.15)

relaciju za svojstvena stanja impulsa u koordinatnoj reprezentaciji (za dokaz vidjeti do-

datak B)

1
(x| pr) = \/%eﬁpk’” (2.2.16)

te uvrstimo relaciju kompletnosti za impuls

ZL’k,tk> = (2217)

)

<$k+1, Lrt1

“+00
= /dpk <$k+1
“+o00

2
ie Pk

e h2m @7%‘/(53’“)

xk> (2.2.18)

. 2 .
- / dpy ™30 e HV OV <$k+1 pk> <pk Ik> (2.2.19)
+o00
1 i€H(pk xk) ipk<$k+1—xk)
~ 27k / dpy en™ e e (2.2.20)
1 +00o ic e . i
= 271_h/ dpy, exp [_ 2mhpi - %V (.’L'k) +ﬁpk (karl — l’k)- (2.2.21)
i€ 400 . . -
exp [_? (wk)] 13 i (Tpyr — xp)
- / d — 5 =Dk . 2.2.22
27h / O I (2.2.22)

Integral iz (2.2.22) ima formu Gaussovog integrala (za dokaz vidjeti dodatak C)

+o00
2 2
/ dypeor thote — \/?efmﬂ, R(a) > 0. (2.2.23)
a
Nadalje, [27], identificiramo a = ', b = w ic=0paje
exp [_%E (xk)} T (l’k+1 — .Z'k)z

t tr ) = _ 2.2.24
<xk+1’ k| T ‘“> orh ie/2mh V| ah2ie/2mh (22.24)
m iev< ) im (Tpe1 — xk)2 (2.2.95)

= exp |[——=V (zp)| rexp |z ——— 2.

1e2mh P h b P h 2 €

T(xkﬂ — xk)2 _ V(.T )
2 €2 F

m o )
pr— X JR—
2mhie P hE

Kako bismo izracunali na$ konac¢ni propagator, vra¢amo se na izraz (2.2.6) u koji uvrsta-

} . (2.2.26)

15



vamo (2.2.26),

N-1 o] [Nt
K (xf,tf; xi,ti) = A}im dxy, H K (Tpy1, teer; Te, i) (2.2.27)
T k=1 =0

[N_1 +oo ] N

m 2
o / d < > 2.2.28
N kl;[loo k| \2rhie (2.2.28)

ie Il |m Tht1 — Tk 2
“exp { — Z — | ——] =V (xy) (2.2.29)

hi= |2 €
N |N-1 T . N-1
m 2 i€
— / d N Liawa)|. (2230
Noyoo <27Thz'e> kl;[l, T | XD {h kz:%) ($k’$k>] ( )
Jos jednom ¢emo dobiveno rjesenje za propagator napisati kao
K (xﬁtf; ast) - (2.2.31)
N—1 1% 1+ e N-1 Thil — Tk
= ]\}im H /dxk H / Z (pkJrl —H(pk,xk)> (2.2.32)
7o k=1 e k=0 €
N
2

— 1
Ng%o (27rhze>

]ﬁ /dxk exp Zka,wk] (2.2.33)

—00

Izraz (2.2.32) predstavlja prikaz integrala po putevima u faznom prostoru, a izraz (2.2.33)
predstavlja prikaz integrala po putevima u koordinatnom prostoru.

1+
* Produkt H f dxyp znaci da integriramo po svim polozajima, xj, koji se nalaze
k=1 —
izmedu pocetnog polozZaja z; te konacnog poloZaja x.

* Produkt H f dﬂ znaci da integriramo po svim impulsima p; izmedu pocetnog

i konacnog polozaja. Valja primijetiti da je u izrazu (2.2.32) uvijek jedan integral
vise po impulsu nego po polozaju, a razlog tome je Sto smo pocetni i krajnji polozaj
Cestice fiksirali pa, prema tome, preko tih polozaja ne vrsimo integraciju.

U limesu N — oo (¢ — 0) takvi z; definiraju kontinuiranu krivulju (kontinuiranom
tockom). Krivulja nije nigdje diferencijabilna jer su uzastopne tocke spojene pravcima.
Zato tocke x; mozemo interpretirati kao tocke koje definiraju krivulju z(¢) sa zadanim
rubnim uvjetima

z(t)=x 1 z(ty) =xy, (2.2.34)

ili u formalnijem zapisu,
xp = x (t; + ke). (2.2.35)

Analogno, u prostoru impulsa tocke py definiraju krivulju p(t) s
p(ti)=po 1 p(ty) =py, (2.2.36)
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pr=p(ti + ke). (2.2.37)

Uz takvu interpretaciju eksponent integranda iz (2.2.33) pisemo, uz pyiy — H (pr, vx) =
L (pg, xx), kao

Jim e X__: pk@ - H (Pk,ﬂﬁk)] = /dt {P(t)i“(t) - (P(ﬂﬁ(ﬂ)] (2.2.38)
lim e ;;_ Lop ) = [ dtL (a(2), (1)) = S [(0), 17,]. (2.2.39)

Sada mozemo definirati integraciju po putevima (mjeru integracije) kao

l ]ﬁl +/Ood —/x(tfwf.@[ (1)] (2.2.40)
N i TR T ()= R -
im | TT 7061’”“ —[2 plt) (2.2.41)
N i omh| 2rh |’ o

Granice integracije za p(t) nismo eksplicitno napisali jer, za razliku od integrala po poloza-
jima, u prostoru impulsa nemamo nikakva ogranic¢enja na pocetne ili konacne vrijednosti.
Takoder, mozemo definirati normalizacijsku konstantu

ol

N = lim ( ) . (2.2.42)

2mhie

Konacno, mozemo napisati

by
i [ dt[p)it)—H(p(t)2(t))]
123

x(tf)::cf p t
K (:Bf,tf; :B,-,ti) = /x(ti):xi P [z(t)] /9 [25%] e (2.2.43)
l’(tf):l‘f i
=N G [x(t)] enSFWO] 2.2.44
[ 2 (2.2.49)

Izvod koji vodi na (2.2.44) ima odredena ogranicenja i svojstva koja valja prokomentirati.

* Izraz (2.2.43) vrijedi za opéeniti hamiltonijan oblika
H(p,x) =T(p) + V(z), (2.2.45)

ali takoder i za vremenski ovisne hamiltonijane. Razlog tome je sto ¢e forma integrala

iz, (2.2.43) ostati ista. Ako je H = H(p,z,t), tada ¢ée eksponencijalni faktor biti
ty

oblika [p(t)x(t) — H(p(t), z(t),t)], ali integracija po vremenu [ dt se izvodi na isti
t;

nacin kao i za vremenski neovisan hamiltonijan tako da ¢e forma integrala po putu

ostati ista uz dodavanje dodatnog parametra.
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* Za prijelaz iz (2.2.43) u (2.2.44) koristimo ve¢ dokazan Gaussov integral (posto 7" =
% ima kvadratni oblik onda to nije problem). Nakon integracije, eksponencijalni
faktor iz (2.2.43) postaje

tr
i [ dt[za?-v(x(t)] .
et = enSl0], (2.2.46)

¢ime dolazimo do izraza (2.2.44).

* Kao S$to smo ve¢ ranije objasnili, put Cestice definiran je tockama xy, gdje je k =
0,1,2,..., N. Opcenito, za k—ti interval mozemo, koriste¢i linearnu interpolaciju,

pisati
t—

x(t) = o + (T — an), b E [trstrsa] - (2.2.47)

Posto su sve tocke zj spojene pravcima, putevi su kontinuirani (slika 2.2.1), tj.
vVt € {ti, t f} postoji tocno definirana vrijednost x(t).

6 1 == Kontinuirani lineami putevi

Vrijeme t

Slika 2.2.1. Prikaz kontinuiranih (neprekidnih) linearnih puteva z(t) na proizvoljno danom
vremenskom intervalu ¢ € [0, 10].

Nakon sto smo ustanovili da su putevi x(t) kontinuirani (neprekidni), postavlja se
pitanje jesu li diferencijabilni? Diferencijabilnost zahtijeva da izraz *+=t bude
konacan za ¢ — 0. U formalizmu integrala po putevima, tocke xy i z5,1 gledamo
kao medusobno nezavisne tocke. Prema tome, nema razloga da razlika z 1 —x; — 0
ako € — 0 sto vidimo i na slici 2.2.1. (npr. ako pogledamo dvije tocke na intervalu
t € [3,4], vidimo da za € — 0 oscilacije izmedu zy i 25,1 "divljaju", odnosno mogu
biti velike).

Konacno, zakljuc¢ujemo da su putevi z(¢) kontinuirani, ali ne i diferencijabilni.

* Normalizacijsku konstantu (2.2.42) mozemo napisati kao
7
mN

N=1lm |[— | . 2.2.48
Nooo | ohi (ty — ;) ( )
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U idu

2.3.

Iz takvog zapisa jos je jasnije da ona tezi ka beskonacno! Medutim, fizikalne velic¢ine
dane su preko omjera tako da nema prakti¢nih posljedica. Ako dio u zagradi iz
(2.2.42) zapiSemo na nacin

N—-1

N 1
m \2 m \3 m N\ 5t
- ' 2.2.49
(27rhi6> (27Thie> <27Thie> ; ( )
slijedi

1 N—-1 +oo 1 ‘ (2250)

B ) im Ty . erSlz(®)]

(271'7126) ]\}1—>oo H / <27Thl€> dzy | - en .

k=1_"

Takav zapis omogucuje nam definiranje nove mjere integracije kao

i | 1 70( m )éd —/gﬁ(tf)”_@[ ()] (2.251)
Noyoo paie iy 2mhie TR o(t)==; G -
iz ¢ega slijedi
m m(tf):mf ~ i
Kl(xp itz t;) = —/ D]x(t)]end=®)] 2.2.52
(5.1 ) szh(tf—ti) e 2] (2.252)

Pojednostavnili smo izraz za propagator K tako $to smo dio od N "apsorbirali" u
definiciju nove mjere integracije te ustanovili da jedini dio koji je bitan za norma-

lizaciju integrala po putu jest % Primijecujemo da integrali po putevima
f— b

predstavljaju formulaciju QM pomoéu klasi¢nih veli¢ina (primjerice akcije) te da
nemamo operatore kao npr. u valnoj formulaciji QM.

¢em primjeru ¢emo izracunati propagator K za slobodnu cesticu.

Propagator slobodne cCestice

Na temelju ranije dobivenog izraza

N—1 1o m \>
K (l’f,thxiati) = ]\}'IE)noo P / dzy, (Qﬂhie)
=1_" (2.3.1)
. ie N |m Tr+1 — Tk ’ V (z3)
. ex — el D — — T
P h = |2 € '

izracunajmo propagator za slobodnu cesticu.
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Za slobodnu cesticu potencijal je nula pa, uz koristenje ¢ = ?, piSemo

K (QTf,tf,[L’l,tl) =

. 5 i? = 1 (Thy1 — xk)Q
= i (5rie) [ dmdnen [ > %]
(2.3.2)
—]\}1—I>rcl>o <27Thze> ./d$1 don—y

N-1 M m 2
“€xXp | — kZ:% <V2hz’exk+l - \/m$k> .

Nadalje, napravimo supstituciju &, = \/5i=2r = d& = \/5p-dr, = drg = ,/%{k, pa
(2.3.2) postaje

N
co ) — 2.3.
K (g, ty0.1) = Jim <2m€> /d& ey, (2.3.3)
ohie|"*  [2hie]" N1
m m =
N—1 puta
N . N-—-1
m \z Qhie\ 2
p— l‘ . 2- .
Nggo (27rhie> ( m ) (2.3.5)
+oo N-1
-/d£1~'-d£N,1eXp (Epsr — &7 . (2.3.6)
e k=0
Clanove iz (2.3.5) mozemo zapisati kao
(o )T () T e () (YT s
2mhie m 2hie 2hie 2ihe
1
N—1 m
_ N 2.3.
e 2mhie’ (2.3.8)

pa dobivamo

K (xf,tf;xi,ti) =
+oo N-1 (2.3.9)
. N1 [ m
— ]\}I_I)nooﬁ 2 271-]%”6_/ d£1 te dé.N—l €exXp [ I;) gk‘-l—l - fk ] .

Krenimo redom, zelimo izvrsiti integraciju preko &;. Koriste¢i svojstva eksponencijalne
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funkcije, integral iz (2.3.9) mozemo zapisati kao

+00 N_1
/ d&y - --dén_1 exp [— S (&1 — gk)2:| _

k=0
+oo 1 N—
— [ dgiexp {—Z (€rs1 — &) } / dty - dén- 1eXp[ Z (€rs1 — &) ]
e k=0 =2
+oo N—1
= /dél exp{— [(fl—fo) (52—51 } /df2 dén - 1exp[ Z (Ert1 — &) ]7
e k=2

sto uvrstimo u (2.3.9)

K ($f>tf;£€i,ti) =
N-1 m e Nl
= | T2 /d oo dEn_ —
oo™V omhic J. S2 o1 exp kZQ S (2.3.10)

: +/Ooal& exp {_ {(51 — &)+ (& - 51)2} } '

Uvedimo sljede¢u pokratu za trazeni integral

+o0
n= [dgen{-[E-&+&-a]} (2.3.11)
+oo
— [daen{- (@ -6+ G+ -2%6+8)} (23.12)
+00
= [ dgexp{- 26 -2 @+ &) + &+ ]} (2313
e , 1, 1,
= / d& exp {— [2 <§1 —& (& +&)+ 550 + 2§2>] } . (2.3.14)

S ciljem izvlacenja konstante ispred integrala dodajemo ¢lanove —i—% (o + 52)2 —i (6o + 52)2

u (2.3.14)

+oo i
Ilz/dglexp{— 2(5%—251';(§0+§2)+i(50+§2)2—i(§0+§2)2>+53+5§

}
|

+o00 I 2
:/dglexp{— 2(61—&)—‘—52) _;(§§+2§0§2+§§)+§g+§§

400 M 1 2 1
:/dflexp{— 2(51—2(504‘52)) _5(50‘1‘52)2"’5(2)"‘53

2
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+o00 M 2

- /dglexp{ 2(6-258) - lg-wa-j8+g+g }
+oo - 2

:_/ d{lexp{— 2(51_fo;§2> +;€§—5052+;§§ }
+o00 2

= /dflexp{ 2(51—&);&) (52—50)2 }

2
— o |3 (@6 [ deew {—2 (a3 %)

+o0o
Koristenjem supstitucije u; = & — % = duy = d&; i rezultata [ dre ™ = /T
—0o0

dobivamo rjesenje integrala (2.3.11)

i 1
I, = 1/5 exp l—Q (& — 50)2] : (2.3.15)
Uvrstavanjem (2.3.15) u (2.3.10), dobivamo

K(If,tﬁ%‘:ti) - hm T \/7 27Thl€

/ d&y -+ d§y 1 exp [—(52 &)’ — Z (&1 — &)’

k=2

] (2.3.16)

Nastavljamo postupak dalje tako da integriramo preko &,. Izraz (2.3.16) zapisemo kao

| s R - 400 N-1

-t [t |- Deaar|
s 1 2 2

. / deeXp{— [2 (&2 — &) + (& — &) 1}

Rjesavamo integral po &. Uvedimo pokratu

400 r

L= / €y exp {— ; (&2 —&)° + (& — 52)2] } . (2.3.18)
+oo r

— / dé; exp {— 253 — & (& +283) + ;gg + 53,] } (2.3.19)
+o0 B

= [ dgpexp {— ’ (5% 2% 2 (Gt 2»53)) + 848 } - (2.3.20)

S ciljem izvlac¢enja konstante ispred integrala dodajemo ¢lanove —i—% (& + 253)2—5 (o + 253)2
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+00 i
I, = /dfgexp{— 2(5;-252 — (& +2&) + (€0+2§3)—;(€0+2§3)>+;§§+f§ }

+00 .

- /d§2exp{— > (- &’*253) @2+ 88 }

' RE fo+2£32_12_2 20 1la

= [ dgemi-|5 (- 6 — ot — s+ 58+ 6
+oo . 2

- /dszexp{— s (a-222) 4 18- Jaa+ 3¢ }
+o0 - 2

= /d§2€XP{— ;(fz &H—%S) + (53—50)]}

400
KoriStenjem supstitucije up = & — 228 = duy = d& i rezultata [ dre—®" = \/?
—0o0

dobivamo rjesenje integrala (2.3.18)

I, = ﬁexp [—1 (&5 — 50)2] . (2.3.21)

UvrStavanjem (2.3.21) u (2.3.17), wz \/5/% = /%, slijedi
i ,/”2
K by xinti) = oz
(.l’f, f,l‘ ) IHl T 27Thl€

/ d&3 -+ dén_1exp [— (& — &) - Z (&1 — &)°

k=3

] (2.3.22)

Mozemo ponoviti isti postupak i za &3 te dobiti

N [ Tm
K(xfatf;xiyti) = lim 7 TV 2T
Too ) L N ) (2.3.23)
[ i denoexp | =5 (60— &) = Y (Gen — &)
%o k=4
Nakon ponavljanja postupka, izdvojimo jos rezultat za &y _o,
N [ N2 m
K (o triant:) = lim w5y oy oo

o 1 (2.3.24)
. / dén_1exp [_N—l (En—1— 50)2 — (&v — £N—1)21 .
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Rjesenje zadnjeg, (N — 1)-integrala iz (2.3.24) je

(N =1)m 1 2
[N,1 = T exp [—N (€N — 50) ] . (2325)

Pojednostavnimo sljedece korijene

o - B e

(2.3.26)

pa (2.3.24) postaje

. m 1
K (xf,tf; xi,ti) = ]\}1_13(1)0 v/ 5 P l_N (v — {0)21 . (2.3.27)

_m_

2hie

Vra¢anjem natrag u supstituciju & = xk, dobivamo

2
m 1 m m
K (s temt;) = li _ —— (o — 2.3.28
(xf £ ) Moo \ 27hieN P N( Shie” N 2hzex0>] ( )

. m 1 m 9

-] - — 2.3.2
Nl—r>noo mhie N exp I N 2mie (xN 7o) ] (2.3 9)
. m [ m 2

=1 — — . 2.3.
NI e P | iy (BN ‘”0)} (2:3.30)

Proglasili smo zx = xf, xg = 24, € = % = eN =ty — t; Sto uvrStavanjem u (2.3.30)
daje konacan izraz za propagator slobodne cestice,

m m

2
K (acf,tf;xi,ti) = \lwexp —m (xf — xz) . (2.3.31)

U nastavku ¢emo vidjeti kako iz integrala po putevima do¢i do Schrodingerovog for-
malizma koristeéi valne funkcije [9], a zatim koristeéi varijacijski racun [28].
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2.4. 0Od integrala po putevima do Schrodingerovog
formalizma

2.4.1. Izvod pomocu kvantnih velicina

Sljedeéi izvod baziran je na [9]. Valnu funkciju, koja ovisi o poloZzaju x i vremenu ¢, mozemo
zapisati kao

(1) = (x [ 9(t)). (2.4.1)
Ako se stanje |t(t)) promijeni u neko drugo stanje |1)(t + €)) tada, koristeéi operator
vremenske evolucije, piSemo [t)(t + €)) = e~ 7 |1h(t)) pa (2.4.1) postaje

Y(x,t+e) = <x e_i;ﬁ‘ ¢(t)> : (2.4.2)

“+o0o
gdje je € < 1. Uvrstavanjem jedini¢nog operatora, I = [ dxq |zg) (xo|, dobivamo

—00

“+o00

W(w,t+e) = <x et _ZO o) (0| do ¢(t>> (2.4.3)
:_Zodxo <x e~ wH x0> <x0 z/;(t)> (2.4.4)
:Zodxo <:z: e~ H x0>w(x0,t). (2.4.5)

Vjerojatnost prijelaza (zq,t) — (z,t + €), tj. propagator se definira kao

K (z,t+ €;m:0,t) = <x e~ H

$o> ; (2.4.6)

pa je
+o00o
Y(x,t+e€) = / dxoK (z,t + € 2o, 1) 1 (20, t) . (2.4.7)

Propagator takoder mozemo pisati (Sto smo eksplicitno dokazali u prethodnom poglavlju)
kao

N—1 To° m \%>
K(:Ef,tf;$i,ti) = ]\}larnoo kl:Il / dzy, (Qﬂhie)
=1 (2.4.8)
exp LT [ (T =)y
p h = 2 € g .

U nasem slucaju, gdje gledamo infinitezimalnu vremensku evoluciju (x,t + €; xq, t), kine-

2 1/2
ticki dio je ¥ (%) , a normalizacijski faktor je (ﬁ) / . Potencijalni dio —€V (zy,), za

mali €, mozemo aproksimirati kao srednju vrijednost izmedu tocaka x i xg jer su medu-
sobno vrlo blizu. Formalno, potencijal V' (z) mozemo razviti u Taylorov red oko (srednje)
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tocke £ [29] kao

V() =V (”” *;””0> v (“” *;%) Sz + ;v" (T) (62)* + 0 ((62)*),  (2.4.9)

gdje je 0z = 5. Mozemo aproksimirati V (x3) ~ V (”fgﬂ) te izraz (2.4.8) zapisati
kao [30]
m \1/2 i |m(z— )’ T+ T

K(x,t+€; xo,t) = (27rhz'e) exp {ﬁ [26 — €V 5 , (2.4.10)
sto uvrstavanjem u (2.4.7) daje

Y(z, t+¢€) =

m \v2 T im (z — x)° i€ [ x+ x (2.4.11)
B (27rh2'6> / 4o exp{ 2eh exp _%V 2 ¥ (@o,t)

Pojednostavnimo (2.4.11) uz supstituciju n = xg — r = dn = dxg. Takoder, (z — 1¢)? =
(xo _ {E) — 7727 a:+:co — :c+92c+17 = x4+ g’

Y(x,t+¢€) =

N2 T i? e (2.4.12)
N (27rme> [ dnesp l e 1 exp [—hv (H Z)] vitmi).

Kako je n < 11 € < 1 mogli smo pisati z &= 7 i x £ (odabrali smo +). Nadalje, Taylorov
red za ¢ (z + n,t) oko n = 0 daje

oY 2o
(@ +n,t) = p(x, 1) + na‘i + ’;a;f +6 (). (2.4.13)

Koristeéi V (x + g) ~ V/(z), napravimo razvoj eksponencijalne funkcije iz (2.4.12) oko

=0,
exp [—Z;V(:v + 727)] —14 (—v ) (—V ( g)ﬂ (2.4.14)

~ ] ﬁv ( 727) (&) (2.4.15)

~ Z;V(x). (2.4.16)

Uvrstimo (2.4.13) i (2.4.16) u (2.4.12)
1/2 :
Wt +¢) = (2:%) (1 - Z;V@))
o 2 9 n? 02
'_/ dn exp (Z;’;Z ) [Qﬁ(%t) + 778@[’ + 28:;]
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:<277:7L:L€>1/2< _7V )

+oo
U o i\ ¢ i
/dn[w””t)e’(p@h )*”a ep<2he>+26x2eXp ohe )|

(2.4.17)

Preostaje rijesiti tri sljede¢a Gaussova integrala [31,32] iz (2.4.17)

/dnexp( o ) /dnexp< 2h€> (2.4.18)

+oo . 2
imn mn
_[O dnnexp( She ) / dnn exp( 5 h(—:) (2.4.19)
i imn mn?
2
/ dnm exp( e ) / dnn? exp< 5 he) (2.4.20)

Uvedimo pokratu a = 53 te krenimo redom sa rjesavanjem. Integral (2.4.18) postaje

27hi
/ dnexp( ) / dnexp an2> = \/j— 7;1%, (2.4.21)

di skoristili 1 +o0 —az? g, _ [z
gdje smo iskoristili rezultat [ e T = \/E

Integral (2.4.19) sadrZi umnoZak neparne, 7, i parne, exp(—an?), funkcije, a produkt ne-
parne i parne funkcije je neparna funkcija. Posto integriramo od —oo do 400 taj integral
¢e biti nula,

/Oodm} exp (—a772> =0. (2.4.22)

Rijesimo preostali integral (2.4.20),

2

mn
/dnn exp( 5 he) /dnn eXp an /dn— exp ) (2.4.23)

=~ / dnexp( an > (120 (9 T (2.4.24)

zhe 27rh26
2@3/2 = % (2.4.25)
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Uvrstimo (2.4.21), (2.4.22) i (2.4.25) u (2.4.17)

U(x,t+¢€) =

m \1/2 ie o hiie 19%) ihe |2mhie (2.4.26)
B <27Thie> (1 B hV(m)) . [2#(3:,15)\/7—1— 0+ 2022 m m ] '

Zanemarivsi doprinose @(€?), dobivamo

¢@J+o:( m fﬂ(7”)_W{M@o+”“yw—“vwm@wﬂ, (2.4.27)

2mhie 2mhie 2m Ox? h

iz Cega slijedi
O
(z,t+€) = [w(x, £) + ;Zig;f _ :V(x)z/j(x,t)] . (2.4.28)

Ako (2.4.28) napiSemo na nacin

Y(x,t+e) —(a,t h 0% i
€ Gi (z >:22m&x2_7ziv<$)w($’t)’ (2.4.29)

tada prepoznajemo definiciju parcijalne derivacije po vremenu [33]

vz, t+€) —P(x,t) 0
; = = u(a.1). (2.4.30)

Dodatno, ako pomnozimo (2.4.29) sa faktorom if dobivamo Schrédingerovu jednadzbu

ihaatzﬂ(x,t) = [ o + V(x)] W(x,t). (2.4.31)

©2m 022

U nastavku ¢emo vidjeti jos jedan izvod Schrodingerove jednadzbe, ali ovaj put koris-
teci varijacijski racun.

2.4.2. Izvod pomocu klasi¢énih veli¢ina

Integral po putu zadan je pomocu klasi¢nih funkcija i funkcionala [28]. Pogledajmo kako iz
klasi¢nih manipulacija integrala po putu slijede ne trivijalni QM identiteti te, u konac¢nici,
Schrédingerova jednadzba. Neka je Z[z(t)] mjera integracije koju eksplicitno mozemo
napisati kao

N
P)x(t)] = lim —.

o] = Jim IT {75
Pogledajmo kako se ona transformira pod translacijom z(t) — z(t) + y(t), gdje za y(t)
vrijede rubni uvjeti y (t;) = y(ty) = 0. Iz (2.4.32) slijedi d (x (tx) +y (tx)) = dz (tx),
iz Cega je PDx(t) + y(t)] = Z[x(t)]. Mjera integracije invarijantna je na ukupni pomak
(translaciju). To smo mogli napraviti jer y gledamo kao "fiksnu funkciju". Integral po putu

(2.4.32)
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definiramo kao

z(ts)=z i
[ lap)esio,

(ti)=w;

Sto mozemo pisati, koristec¢i invarijantnost mjere pod translacijama, kao

z(te)=z ; z(ty)=z i
/ (ts) f@[w(t)]e%S[I(t)] :/ (ts) f@[;c(t)]e%s[x(t)w(t)]'

(ti)=w; (ti)=w;

Ako napravimo pretpostavku y(t) = dz(t) tada gledamo translaciju x(t) —

pa je akcija

S[z(t) + dz(t)] = S[x(t)] + / dt &ii ) ox(t) +0 ((62)?)
Z 0S[z]

= S[x(t)] + 0S[z] + € ((62)?) .

Zanemarivsi 0 ((51’)2), izraz (2.4.34) postaje

/x(tf)l’f @[x(t)]e%s[x(t)] _ /fc(tf)l’f 2
x(tz):xl
i 16S[x]

x(tl):xl
Za 6S[z] < 1 zadrZat ¢emo samo linearne doprinose u e#®l) ~ 1 4 228

[x(t)]eﬁ(s[w(t)]%s[w])

HSHO056D)  ¢}51a0) (1 ' 55[])
h )

sto uvrstimo u (2.4.37)

a(ty)=ws igly a(tp)=ay . i5S[x
[ aaersol = [T gla(persieo <1+hH>

(ti)=w; (ti)=w;

z(tf)==zy ig i65|x] z(ty)=zy
[z(8)] o e U8 I
/xm):m (b)) <1+ i ) / 9

(ti)==;

z(ty)=wy ig i6S[x] i
#S[=(?)] _ orSlz®] | —
/wm)m D[ (t)] (e (1+ . ) e ) 0

z(tf)=x i ;
[ atstegerseor (2311) —o

(ti)==;

Ako stavimo faktor % # 0 ispred integrala (2.4.42), slijedi

z(tf)=x ‘
/ " Dl (t)]etSEO§S 2] = 0

(ti)::Di

a:(t )=z ;
/ o D()8Sla(O)eE 0l ~o,
x(t;)=x;
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[z(8)]er SOl = 0

(2.4.33)

(2.4.34)

x(t) + dx(t)

(2.4.35)

(2.4.36)

(2.4.37)

pa je

(2.4.38)

(2.4.39)

(2.4.40)

(2.4.41)

(2.4.42)

(2.4.43)

(2.4.44)



Koristedi ¢injenicu da je §S[x(t)] = %(g)]&v(t), izraz (2.4.44) postaje

x(ty)=zg . 5S[x(t)] 2 (5] bS] _
‘/m(ti)l’i Il (t)] oz (t) 0z (t) 0, (2.4.45)

a buduéi da dx(t) ne mora biti nula, slijedi

e 0S[x(t)] sspaon _
/ﬂf(ti)=x¢ Zlx(®) oz (1) e =0 (2.4.46)

Nadalje, koriste¢i lancano pravilo za funkcionalnu derivaciju, slijedi

6ixt_%xt5 i _%Itlw

5q;(t)eh3[ @] — orSl=(®)] 520 <hS[$(t)]> — erSlz(®)] R e () (2.4.47)
_ (20SE®] s
- (h our(t) )OS[ " 2

sto mozemo zapisati kao

55@(”]6%%@)1 _ 0 sy

dx(t) i 6x(t) (24.49)

Uvrstavanjem (2.4.49) u (2.4.46) te izbacivanje faktora 2 ispred integrala, dobivamo

z(ty)=zy ) i g
)] ——enSl®l — (. 2.4.50
/ e, PO (2.4.50)

Pokazali smo da integral totalne derivacije preko cijelog prostora (funkcionalnih) puteva
ne daje nikakav doprinos (rubni doprinosi se poniste). Opéenito, to mozemo napisati kao

Integral po putu totalne derivacije = 0. (2.4.51)

Nadalje, buduéi da varijacije djelovanja, uz dz(t), daju E-L jednadzbe,

tr
L L
5S[x(t)] = / dt (a - da_) da(t), (2.4.52)
Ox
i buduéi da (2.4.50) vrijedi Vox(t), moZemo pisati

z(tf):If oL d OL i Sla(t)]
L, 2100 (ax - dt%) e# Sl = 0, (2.4.53)

Izraz (2.4.53) pokazuje da, nakon $to uzmemo u obzir sve moguce puteve Cestice, kvantni
doprinosi (kvantne fluktuacije) ukupnoj amplitudi vjerojatnosti ne narusavaju klasiéne
zakone gibanja, odnosno integral preko svih moguéih puteva zadovoljava E-L jednadzbe.
Pogledajmo kakve veze (2.4.53) ima veze s Ehrenfestovim teoremom [34], koji kaze da
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ocekivane vrijednosti polozaja i impulsa slijede klasi¢ne jednadzbe gibanja i to kroz

)
Sipy =2, (2.4.54)
(Z@>:—<8g§”>. (2.45)

Cilj je, koristeci integrale po putevima, pokazati kako izraz (2.4.5;’)) dovodi do rezultata
(2.4.54, 2.4.55). Opcenito (vidjeti npr. [19,35]) za neki operator A vrijedi da je njegova
ocekivana vrijednost

J Dlx(t)]Aei 0]
[T (e)er T

Ono sto nas zanima su ocekivane vrijednosti polozaja i impulsa. Za polozaj imamo

(A) = (2.4.56)

| ()] (t)er 5]

(x(t)) = i Q[x(t)]eﬁ Sl (2.4.57)
sto kada deriviramo po vremenu daje
d J D[x(t)](t )6%3““”
a0 = ﬁ( | Fa(t))ef S0 )' —

Nakon $to u (2.4.58) primijenimo lanc¢ano pravilo za derivaciju kvocijenta, dobivamo

d

£(x(t)> = (&(t)) + dodatni ¢lanovi, (2.4.59)
sl e z(t)]z(t) S[(#)]
. [ Dx(t)|z(t)er*1l
(1)) = . [@[;(]t)]eﬁs[(t)] (2.4.60)
Sli¢no za impuls, ‘
e S (t)]
)y = 121 [(:?(]t];]( >S[x — (2.4.61)
Ako iskoristimo p(t) = % = mi, tada (2 4.61) postaje
2 (t)ma (t)ew Sz
ot = @f[@(g(@]g[wn | (2.4.62)
sto kada usporedimo sa (2.4.60) daje
i(x(t» = <p?51t)> : (2.4.63)

¢ime smo pokazali (2.4.54). Ocekivanu vrijednost impulsa 4 (p(t)) = & < 8—L> dobijemo iz
E-L jednadzbi [36]
d /0L d (0L oL
(=N == =) V= (== 2.4.64
i)~ (a (36)) = (&) 2400
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iz Cega slijedi

Z<g§> :_<(Z;Z>’ (2.4.65)

¢ime smo pokazali (2.4.55). Pokazali smo, koristeci integral po putu, da oc¢ekivane veli¢ine
u QM prate klasi¢ne jednadzbe gibanja. Opcenito, mozemo reéi da jednadzba (2.4.53)
predstavlja Ehrenfestov teorem kroz formalizam integrala po putu.

Razmotrimo sada varijaciju puta dz(t) definiranu tako da fiksira pocetnu tocku, ali ne

i krajnju tocku, tj. 0z (¢;) = 0 (fiksna tocka) i oz (tf) # 0 (slobodna tocka). Nadalje,
tr

racunamo varijaciju akcije 6S[z(t)] definiranu kao §S[z(t)] = [ dLdt, gdje je 6L = L6z +
t;

oL « - e
502 pa pisemo

oL oL
= — — . 2.4.
5S[x(t)] = t/ ( 0w+ axéx) dt (2.4.66)
Parcijalna integracija drugog ¢lana iz (2.4.66), uz u(t) = g—é iv(t) =dx(t), daje
o= S [ (2 2467)
0i dt 0i°"|, ~ ) at\az )" -
sto uvrstimo u (2.4.66)
for oL |7 d (0L
— — — 2.4.
0S[a(t)] = [ Slowdt+ o ) / = ( = >6xdt (2.4.68)
o, / oL d (o], 2469
i xti Jo |0z dt o0 )| ™ o

tr
oL oL oL
=7 (t7) oz (ty) +/ e <3x> Sxdt (2.4.70)
—— ti
p(tf)EPf =0 za =1,
=0
Varijaciju akcije mozemo pisati kao
dS[x(t)] = gfféxf, (2.4.72)
Sto usporedivanjem s (2.4.71) daje
0S|x.]
= 2.4.
PI= ", (2.4.73)

Rezultat kaze da kanonski impuls, u nekom konac¢nome vremenu ¢¢, ovisi o promjeni ak-
cije po kona¢nom polozaju xf i to za onaj put koji minimizira akciju, a to je klasi¢ni put.
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Jednadzba (2.4.73) naziva se Hamilton-Jacobijeva jednadzba [37,38].

Nadalje, pogledajmo kako se propagator mijenja u odnosu na konacan polozaj xy,

0
ax <Q§f,tf Qfl,tl>. (2.4.74)
Koristeéi definiciju integrala po putu,
0 0 a(ty)=ay i
trlTot ) = — t)]enste®l 2.4.
o (onts [ty = o ([0 et 2y
mozemo pisati
0 a(ty)=ay i w(ty)=ay 0
7 Dl(t)]erS=)] :/ Dl(t)] - 50 2.4.76
o ([ aletoe " Dlato) axfe (2.4.76)
a(ty)= * 5 ois i 0S8z ()]
= @), _ 2.4.77
z(tf)=x
/ " Dla(®lpset ), (24.78)
h (t:)==;
gdje smo koristili
O isie) _ yisly , £ 95[2(t)] (2.4.79)
8xf h (9xf ’

te Hamilton-Jacobijevu jednadzbu as[xff)]

= py. Koristedi ¢injenicu da je py zapravo broj,
izraz (2.4.75) postaje

8 z(t)=z
oy <vatf vt > h/ .f_xlf o (t)|pse ) (2.4.80)
z(ts)=z i
o [ s
(t;)=w;

Sto mozemo zapisati kao

0
Dy <a:f,tf a:i,t,-> = —th— <ajf,tf’a:i,ti>, (2.4.83)
81Ef
iz Cega slijedi
0
pr = —th—. 2.4.84
pr= iy ( )

Izraz (2.4.84) predstavlja QM zapis operatora impulsa u koordinatnoj reprezentaciji.
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Pogledajmo varijaciju od konacnog vremena t;. Akciju
ty
S[z(t)] = / L(x(t), & (t), t)dt (2.4.85)
t;

diferenciramo po vremenu ¢y

d :
i S = L(e) 50, 1) (2.4.86)
= L(ﬁf,i‘f,ff) (2487)
_ @4_ 0S dxy 8§' diy (2.4.88)
8tf 83cf dtf 8xf dtf
o=z, 0S5 0S|
= — 4+ — 2.4.89
8tf + c%f o ( )
—~—
pf
08 .
tj.
d 08 [z.(t)] )
—S |z (t)] = ——= ) 2.4.91
i )] = =5 (2491)
Koristeéi (2.4.87) mozemo pisati
) 08 [z.(t)] )
L(xs, ) = ~r, Trris (2.4.92)
tj. ako ga preuredimo
oS [z . :
atf =L (l’f,.%‘f) —Prryp = —H (xfapf) ) (2493)
gdje podrazumijevamo z. = x.(t). Ranije smo pokazali da vrijedi p; = —ih% iz Cega
zakljucujemo da hamiltonijan u QM postaje operator,
H (27,p7) = H |y _in 2. (2.4.94)
Y ) axf

Sada koristimo definiciju propagatora u formalizmu integrala po putevima te gledamo
njegovu vremensku derivaciju

0 0 z(ty)=xy i
— K (xs,tr; st :—/ D[ (t)]enS®], 2.4.95
s (entrmt) =g | Hale (2.4.95)

Racunamo vremensku derivaciju eksponenta iz (2.4.95)

O isww) _ iswey b OS[x(t)]
atfe =e B o (2.4.96)

St
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(2:493) L LS[a(e)] % (—H (xf,pf>> (2.4.97)
_ £51a(0)
= H (25, py) er 0, (2.4.98)
te ju uvrstimo u (2.4.95)

0 a(ty)=uy i ig

. T A g _ 7S[=(®)]

thK (xf,tf,xz,tz) = /x(ti):xi Dx(t)] ( hH (:L‘f,pf) en ) (2.4.99)

= —%H (xf,pf) K (xf,tf;xi,ti) : (2.4.100)

Dodatno, ako pomnozimo obje strane gornjeg izraza sa —ih dobivamo formu Schrodinge-
rove jednadzbe

ihg?fK (xf,tf;xi,ti) =H (a:f,pf) K (xf,tf;xi,t,-), (2.4.101)
£,
lmaif .y <xf, —ih;;)] K (xf,tf; xt) = 0. (2.4.102)

Prema (2.4.102), mozemo reéi da propagator K racuna valnu funkciju!

U nastavku ¢emo poopéiti Gaussove integrale te ih, nakon toga, koristiti u rjesavanju
onih integrala po putevima koji se mogu rijesiti analiticki.
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Poglavlje 3

Racunanje i primjeri integrala po
putu

3.1. Integrali po putevima kao determinante

Sjetimo se da je kvantna amplituda vjerojatnosti

A ‘ - i AT
K ~ /.@[z]e’sm ~ / Dx;|dzie W= , (3.1.1)

Sto upucuje na to da trebamo razmatrati Gaussove integrale [31,32].

3.1.1. Opcenito o Gaussovim integralima
3.1.1.1. Integrali s realnim eksponentom
Veé¢ smo ranije pokazali da za jednodimenzionalne Gaussove integrale vrijedi

+oo

/ e dp = \/T (3.1.2)

—0o0

gdje je A > 0. Visedimenzionalni Gaussov integral ima oblik

too N — % Xij Ty
I= / [[dve = | (3.1.3)
oo =1

gdje je \;; element simetri¢ne pozitivno-definitne matrice A, tj. mora vrijediti A = AT
i kvadratna forma x?’Ax > 0 za neki vektor x koji ne smije biti nul-vektor. Posto je
A simetri¢na matrica, mozemo ju transformirati u dijagonalni oblik pomocu ortogonalne
matrice O (07O = 00T = 1),

A = 07O, (3.1.4)

gdje je A dijagonalna matrica koja na svojoj dijagonali sadrzi vlastite vrijednosti od A,
tj. A = diag(Aq, ... Ay). Koristedi ortogonalnu matricu, mozemo definirati novu varijablu
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Z kao

N

z; =Y Oy, (3.1.5)
k=1
N

Ty = Z Ojl'%l (316)
=1

ili u matricnom zapisu kao x = Ox. Opcenito, kada radimo transformacije u visedimen-
zionalnim integralima, mozemo gledati promjenu volumnih elemenata dx dxs...dxyny —
| det J|dZ1dZs ... dTy, gdje je J Jakobijan transformacije. Posto je matrica koju tran-
sformiramo ortogonalna (det J = detO = 1), tada se volumni element ne mijenja, tj.

N N
1 dz: = [[ di:. Koristedi (3.1.5) i (3.1.6), eksponent iz (3.1.3) piSemo kao
i=1 i=1

N N N N
D Aimirg = Y Ay (Z Oik£k> (Z Oﬂfc’l) (3.1.7)
k=1 =1

i,j=1 i,j=1
N N
= > @@ | > NjOuOj | (3.1.8)
k=1 i,j=1

gdje clan iz gornje zagrade, koriste¢i dijagonalizaciju A;; = (O)\OT> _, pisemo kao
ij

i,j=1 i,j=1 ij=1 \m=1

N N N N

N N
Zbog ortogonalnosti, vrijedi Y OO = O, > OjmOji = 6y Pa je (3.1.9)
i=1 =1

N N N N
> 2i0a05 =" A (Z OimOik) (Z ijOjl) (3.1.10)
m=1 j=1

ij=1 i=1
5mk 6ml
al k=l
= D MOkt = Ml (3.1.11)
m=1
sto uvrstimo u (3.1.8)
N N
ij=1 k=1
Integral (3.1.3) sada je
TN - f: X2
I= / [ dise = (3.1.13)
i=1

— 00

Zbog toga sto viSe nemamo mjesovite doprinose Z;%;( za i # j), nego eksponent sadrzi
samo sumu kvadrata od Z;, integral (3.1.13) mozemo rastaviti na produkt jednodimenzi-
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onalnih integrala

N R =2 N ™
1=11 [ dwe># =11 /5 = (3.1.14)
i=1_"% =1 VA
N
Koristeéi [T A; = det(A) = det(A), dobivamo
i=1
* >
o0 N e Aijzizj N/2
™
I= / drie = - 3.1.15
. Z:r[l vdet A ( )
ili u matricnom obliku
I = /dx dey .. deye > ax = 1 : 3.1.16
. 1 2 N \/m ( )
3.1.1.2. Integrali s imaginarnim eksponentom
Pogledajmo sljedeéi integral u jednoj dimenziji
+oo
I= / e dz. (3.1.17)

Ocito je da ne mozemo integrirati duz realne osi jer tada e moze divergirati. Da bismo
osigurali konvergenciju integrala (3.1.17), napravit ¢emo deformaciju konture u komplek-
snoj ravnini, tj. preusmjerit ¢emo put integracije tamo gdje ¢e integral konvergirati. Cilj
je dobiti oblik funkcije koja eksponencijalno pada. Zbog simetrije, vrlo ¢est odabir u kom-
pleksnoj analizi su konture pod kutevima /4.

* )\ > 0: za neki realan parametar t € (—o0,+00) radimo integraciju duz konture
x = te'™* pa je do = ¢™/*dt. Eksponent iz (3.1.17) tada se mijenja kao

2 . in/4)2 N2 S\ 2 442
ez)\ac — 61/\<t8 ) — ez)\t em/Z — ez)\t i_ e At

, (3.1.18)
$to nam osigurava konvergenciju. Uvrstavanjem dz = e”™/4dt te (3.1.18) u (3.1.17),
integral postaje

“+00 —+00

I= / e M et/ At = im/4 / e—Atht:e”/‘*\/j (3.1.19)

—00 —00

—im/4

®* )\ < 0: za ovaj odabir radimo integraciju duz konture z = te te postupkom kao

iza A > 0 dolazimo do

+00 +o0
I = / e)xt2€—i7r/4dt — e—iTr/4 / e)\tht _ e—i7r/4 LA — e—i7r/4 |7AT‘ (3120)
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Uz definiranje funkcije

1 ako je A > 0,
sgn(A) =140 ako je A =0, (3.1.21)
—1 akoje A <0,

rjesenje integrala (3.1.17) mozemo pisati kao

“+o00

[= / ¢y = eiENE /|7;|. (3.1.22)

Sada pogledajmo integral s vise varijabli, recimo N,

+oo N i g: )\jkxjxk
I= / I] due = . (3.1.23)
=

Sliéno kao i za integrale s realnim eksponentom, dijagonaliziramo matricu A (mozemo jer
je simetri¢na), Sto ¢e nam omoguditi lakse rjesavanje integrala. Nakon dijagonalizacije,
dobije se sljedeci prijelaz kvadratne forme

N N
> Aiee = DNy (3.1.24)
7,k=1 =1

gdje su \; svojstvene vrijednosti matrice A, a y; su linearno nezavisne vrijednosti. Zbog
toga, koristeéi rezultat iz (3.1.22), integral (3.1.23) mozemo napisati kao produkt N-

+o0 .
jednodimenzionalnih integrala [ dyl-e”‘iyi2

—00

(3.1.25)

(3.1.26)

N
Sumu od sgn ()\;) definirali smo kao Y sgn()\;) = ny — n_, gdje ny predstavlja broj
i=1

pozitivnih, a n_broj negativnih SVOjSthl’lih vrijednosti matrice A. Kona¢no dobivamo

N
too N 7 Z AR T ] . N/2
I= / 1 dzie #+= = el("ﬂ“_"*)Zﬂi, (3.1.27)
=1 | det(A)]
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ili u matriénom obliku

o0 4 , i N/2
I = / dxdzs . . .dee“‘TAX = ez(’“_”*)zﬂi. (3.1.28)
| det(A)]

U ovome potpoglavlju vidjeli smo sto su Gaussovi integrali. Pogledajmo gdje se oni nalaze
u formalizmu integrala po putevima.

3.1.2. Gaussovi integrali po putevima

Ranije smo definirali integral po putu kao

K (wy,tpst;) /.@ e S (3.1.29)

gdje je S[z(t)] = f dtL(z(t), ©(t)). Takoder, (3.1.29) zadovoljava rubne uvjete = (t;) = z;

ix(ty) =y Radl jednostavnijeg rjesavanja integrala (3.1.29), ukupan put z(t) razdvojit
¢emo na klasi¢an put z.(t) te ostale puteve, tj. kvantne fluktuacije oko njega, y(t),

x(t) = x.(t) + y(t). (3.1.30)

Klasi¢an put ima rubne uvjete kao i x(t) pa su rubni uvjeti za y(t)
y(t;) =x(t;) —xe(t;) =z, —x.(t;) =0, (3.1.31)
y(ty) = x(ty) — xo(ty) = xp — xc(ty) = 0. (3.1.32)

Ono $to smo napravili jest linearna transformacija z(t) — y(t). Koristeéi ¢injenicu da z,
ne fluktuira, Jakobijan takve transformacije ostaje isti [39]

ox(t)| 0 (xe(t) +y(t))  Oylt)
3y(t)‘ B y(t) ~oyt) 1, (3.1.33)

sto znaci da volumni element u prostoru puteva ostaje isti [15], t

J:

P[x(t)] = D[y(t)). (3.1.34)

Nadalje, lagranzijan mozemo pisati kao L = L (x.,Z.), tj. ako uklju¢imo fluktuacije u
obzir, L = L (z. + y, T + y). Za male fluktuacije, koristeéi Taylorov red, L mozemo pisati
kao

L o1 e ol ,
L(z.+y,ic+9) = L (v, 2) +nZ::1 ~ lyax +y(%] L (z, i) (3.1.35)
. oL oL
= L (¢, @) + <ya +ya$> (3.1.36)
1( ,0°L 0*L 0*L
—|—2< 82+2yya@ +y82>+0’(y y) (3.1.37)
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Prosirena akcija ¢e imati oblik

ty

S [zelt) +y(0)] = [ dtL(

pa kada uvrstimo prosireni lagranzijan, slijedi

S lae(t) +y(t)] =

Te+y,ic+7),

tr
oL oL
= dt | L ) 'c a_ '7.
t/ (x :c)+yax . +y8x .
tr
1 2L 2 0L
+2t_/ Yo T Wamar|  TVaar| |7 (v 7)
= 5 [z(1)]
ty
oL 0L
+/dt Y +y—.
t; =T 61’ T=x
linearni doprinosi
17 ] ,eeL 2 L \
— [ dt — 2y e — % 7° ) .
+2)5/ Vot T Wamar| Vo |7 (v".4")
kvadratni doprinosi
Linearne doprinose, (3.1.43), mozemo pisati kao
tr
[t e L
/ Yor o—a, Y oi a. -
ty ty
oL oL
— [t / dty 2=
/ Yor| T Wo;
t; T=a. t; =
ty
_/dtaL +E)L /dt d OL
— ) o Yoi|,_, | Yat o
B T=x, ~ T=Tc
7 Tor d oL
= [ dty | — - —— =0.
/ Mo " dtoi|,_

=0 (E-L jednadzbe)

=0
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(3.1.40)

(3.1.41)
(3.1.42)

(3.1.43)

(3.1.44)

(3.1.45)

(3.1.46)

(3.1.47)

(3.1.48)



Zakljucujemo da se sve skriva u drugoj derivaciji! Sada mozemo napisati izraz za propa-
gator kao

tf
ZS t) fdt{%yQ 6zazyy+g §y2:| +ﬁ(y3’y3)
K(l‘f,tf;xi,tl = enlee /@ b . (3.1.49)

Eksponencijalni ¢lan iz (3.1.49) mozemo pisati kao

0?L 0?L
_/dt[(‘) 5y +288yy+62y] (3.1.50)
sto nam daje
1 14675, 2 3
K (wy,t5; 0, t,) /@ sl £ ()] (3.1.51)

Zbog pojednostavljenja integrala (Zelimo izluditi £) iz (3.1.51), radimo zamjenu y = V/Aj
pa ostali ¢lanovi postaju y? = hj?, yy = hgy, y* = hy>. Radi takve zamjene takoder se
mijenja i integralna mjera kao 2[y(t)] = N2[y(t)], gdje je N normalizacijska konstanta
¢ija je uloga da kompenzira nasu promjenu. Uslijed takve promjene, ¢lan u eksponentu iz
(3.1.49) mozemo pisati kao

1
h

_,0°L O*L  .,0L .
S ze(t)] + h/dt< 28 7 T 2005 5 Jrgﬁ(9 2) +ﬁ(h3/2y3)], (3.1.52)

K(vatﬁxi;ti) = N - el /93? %ng o) (3.1.53)

Komentari.

* Pokazali smo da kvantni propagator ima 2 doprinosa! Klasi¢ni doprinos erSlze®]
kvantni doprinos koji ukljuc¢uje funkcionalnu integraciju 2[y(t)] po svim kvantnim
fluktuacijama g(t). Takve fluktuacije odgovorne su za kvantne korekcije klasicne

putanje te daju potpun opis kvantnog sistema.
* Kvadratni ¢lan u eksponentu ;‘; S4% omogucuje nam koristenje Gaussove aproksi-
macije pri rjesavanju funkcionalnih integrala, a prednost je ta Sto su takvi integrali

analiticki rjesivi. Koriste¢i dokazana svojstva Gaussovih integrala, dobili bismo da

~1/2
je rjesenja integrala iz (3.1.53) oblika ~ (det ( zg §>> )

* Prilikom zamjene varijabli, vrlo je bitno voditi racuna da se integralna mjera mijenja
prema Jakobijanu

= [Tay(t) =TT Vadi(t) = (VR)*2[5(1)]. (3.1.54)
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U formalizmu integrala po putevima, "Zivimo" u beskonac¢no-dimenzionalnom pros-
toru (broj vremenskih tocaka je oo), tako da faktor (v/2)> postaje konstanta koju
smo formalno napisali kao N = (v/h)>. Takav odabir osigurava pravilnu transfor-
maciju integralne mjere.

U nastavku ¢emo analizirati neke konkretne primjere u kojima ¢emo koristiti steceno
znanje iz prethodnih poglavlja.

3.2. Kvadratni lagranzijani i harmonicki oscilator

Kvadratne lagranzijane [7,40] definiramo kao

oS

S 0, za n>2. (3.2.1)

U tom slucaju, propagator ¢e biti oblika

i i142

K (aptysm ) = bl [ aly(o)eit 2 3.2

1

525\
— const - erS[=®] . [det 22| . 3.2.3
const -e et ( )

Opéenito, kvadratni lagranzijan mozemo pisati kao
L o1 2

L= 5 +b(t)xt + §c(t):17 —e(t)x. (3.2.4)

Gornji izraz ukljucuje lagranzijane za:
* Slobodnu cesticu za b(t), c(t), e(t) = 0.

2

* Harmonicki oscilator za b(t) = e(t) = 0 i ¢(t) = mw? (za obi¢ni, a inace w = w(t)).

* Cesticu u vanjskom polju za b(t) = c(t) = 0, a e(t) moze npr. predstavljati promi-
jenjivo elektri¢no polje.

* Tjerani harmonicki oscilator za b(t) = 0.

Lagranzijan klasicnog harmonickog oscilatora dan je s

1 2 1 2,2

L= §mx - g (3.2.5)
Iz E-L jednadzbe,
d (0L oL
< (m) -0, (3.2.6)
oL oL _

dobivamo klasi¢nu jednadzbu gibanja. Potrebne parcijalne derivacije su: 52 = ma i 52 =
—mw?z, $to kada uvrstimo u E-L jednadZbu daje standardni oblik jednadzbe gibanja

& + w?zr. = 0. (3.2.7)
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Neka su pocetni uvjeti klasi¢nog puta x.(t) dani s
(i) =a; 1 w(ty) =y,
Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe (3.2.7) glasi
z.(t) = Acos(wt) + Bsin(wt).
Za pocetne uvjete pisemo

x; = Acos (wt;) + Bsin (wt;),
xy = Acos (wtf) + Bsin (wtf) .

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)
(3.2.11)

Iz (3.2.10) izrazimo A = Z=Bmh) to yyrstimo u (3.2.11) i pomnoZimo sve sa cos (wt;)

cos(wt;)

pa je

xycos (wt;) = x; cos (wtf) —Bsin (wt;) cos (wtf) + Bsin (wtf) cos (wt;)

Bsin(w(tffti))

x s cos (wt;) — x; cos (wtf> = Bsin <w (tf - tz>) )

iz Cega izrazimo B = el CO:i(:(ti)(;mi joigwtf ) te uvrstimo u A
f—ti

T — (xf cos(wts) i COS(“”f)) sin (wt;)

sin (wtf —t; ))

cos (wty)
2, sin (w (t - t)) - (xf cos (wt;) — @, cos (wtf)) sin (wt;)
cos (wt;) sin (w (tr - t))
x; sin <w (t - t)> — xy cos (wt;) sin (wt;) + x; cos (wty ) sin (wt;)
cos (wt;) sin <w (t - t))
o (sin (w (t - ti)> + cos (wty) sin (wti)> — 5 cos (wt;) sin (wh)
cos (wt;) sin (w (t - t))

x; sin (wtf) — xysin (wt;)

sin <w (tf - t))
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(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)



Pri prijelazu iz (3.2.17) u (3.2.18) koristili smo identitet sin (w (tf - tz)) +cos (wtf) sin (wt;) =
sin (wt f). Uvrstavajuéi A i B u opce rjesenje, dobivamo

sinw (tr —t i t—1;

2o(t) = 2, (1 1) f g Snw(t=t) (3.2.19)
sin w (tf — ti) sin w (tf — ti)

Nadalje, izrac¢unajmo derivaciju z.(t)

_ d 'sinw(tf—t) sinw (t — t;)
= 3 | e (tr—t;) T e (tr—t:) (3:2.20)
d [ smw (tf - t) d [ sinw(t—t)
i dt \ sinw (tf — ti) * xfdt sin w (tf — ti) (3.2:21)
B —WCOSW<tf —t> weosw (t —t;)
- sin w (tf — ti) I sin w (tf — ti) (3:222)
B cosw(t—t) .Cosw(tf—t)
i sin w (tf — ti) "sin w (tf — ti) 7 (3:2.23)
pa klasi¢nu akciju pisemo kao
g _ tfdtl N cosw (t —t;) COSW(tf—t) ; 3994
C_! imw foinW(tf_ti) xisinw(tf—ti) (3:2.24)
_ ]fdtlmw? b ) gy et t) 2 (3.2.25)
J 2 Zsinw(tf—ti) fsinw(tf—ti> o
ty

/dt;muﬂ P cos?w (t — t;) ) cosw (t — t;) cosw(tf —t)

B A 2coszw(tf—t)
/ Tsinw (t; — ;) o

sin®w (£ — ;) Ly (17— 1)
(3.2.26)
B 7dt1mw2 z? i (tf — t) + 2a;7 S (tf — t) sinw (t — 4:) Z sinw (t — t;)
t; 2 sin? w (tf — ti> sin? w (tf — ti> sin? w (tf . ti)
(3.2.27)
- 7dt1mw2 2 S wlt—t) o, sitw(t—t) (3.2.28)
_tz_ 2 sinQa)(tf—ti) fsinzw(tf—ti) o
+ 7dt1mw2 x? cos”w (tf _ t> 2 sin” w (tf _ t) (3.2.29)
7 2 “sin? w (tf — ti) "sin? w (tf — ti) -
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gt cosw(t—ti)cosw(tf—t) sinw(tf—t) sinw (t — t;)

— /dtmw2 Ty, + x5,
! sin? w (tf — ti) sin? w (tf — ti)
(3.2.30)
Rjesavamo svaki od gornjih integrala zasebno, pocevsi od integrala (3.2.28)
7 cos?w (t — t;) sinw (t — t;)
/dtimw%fc - no 2 (3.2.31)
: sin” w (tf — ti) sin” w (tf — tz-)
f
1 2w (t —t,
= {(:082;1: —sin’x = cos(2x)} = mw%?/dtcog( wl ) (3.2.32)
2 7 sin? w (tf — ti)
1 1 7
o e 0-0)
= —mwT dtcos (2w (t; —t (3.2.33)
2 fSiHQ(.U (tf _ tz) 7 ( f )
1 1 1 sin (2w (tf — tz)>
= {/COS(2wt)dt = — sin(2wt)} = ,mw%% C— : (3.2.34)
2w 2 2w sin?w (t; —t;)

RjeSenje integrala (3.2.29) je, uz zamjenu xy — x;, identi¢no rjesenju od (3.2.28)

7dtl ) COS2W(tf—t) sin2w<tf—t) 1 ,, 1 sin <2W (tf_ti)>
—mw?; - = —mwx; - — - :
/ 2 sin? w (tf — ti) sin? w (tf — ti) 2 2w gin?w (tf — ti)
(3.2.35)
Rjesenje zadnjeg integrala, (3.2.30), glasi
7d ) COSW(t_ti)COS(ﬂ(tf_t) sinw(tf—t) sinw (t — t;) (3.2.36)
tmwx rx; 2.
/ d sin? w (tf — t,-) sin? w (tf — ti>
= {cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) = cos(A — B)} (3.2.37)
b cos (w(t—ti)+w(tf—t))
- / dtmw?s — (3.2.38)
i sin“ w (tf — ti>

— {cos (w (t—t;) +w (tf _ t)) — cos (w (tf _ tl))} (3.2.39)
)

- sin? w (tf — t@)

(tr—t:) . (3.2.40)

Uvrstimo dobivene rezultate u klasié¢nu akciju

) 22sin(2w(tf—ti)> ) 22sin<2w<tf—ti>> . Cos(w(tf—ti)>

Se = me Kl sin? w (tf — ti) " me o sin? w (tf - ti) I ) (tf - ti)

sin? w (tf — 1
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= {sin <2w (t - t)> — 2sin <w (ts —ti)) cos <w (ts —ti))}
) 22(:os<w<tf—ti)) ) 22(:os<w<tf—ti)) , Cos<w(tf—ti>>

B sin (w (tf — t1)> " P sin (w (tf — tl)> S sin? w (tf — ti)
Ccos (w (tf — tz)> 1 Ccos (w (tf — tz>>
B ( sin? w (tf — ti) (t

1
*TTL(A}%T? + mw%f) - mwzxfxi
sin <w (tr - t))

cos (w (tf — tl)> cos (w (tf - t,)) ctg (w (tf - tz)>

sinfw (tp —t)  sin (w (ty - t)> . sin <w (tr - t)) sin (w (tr - t))

f_ti)

)t )
mocte (0(tr=1)) (1

- (w - tz)) (2 (23 + 2?) sin <w (t - tz)) — apziw (g - m))
1 (22 +a3) cosw (ty — t;) — 2z,

o sin w (tf — t,-)

Sada ¢emo prijeéi na kvantni slucaj [35], tako $to ¢emo promatrani put z(¢) napisati kao
zbroj klasi¢nog puta z.(t) te fluktuacije oko njega y(t)

x(t) = x.(t) + y(t), (3.2.41)
@(t) = d.(t) + y(t), (3.2.42)
gdje vrijedi y(t;) = 0 1 y(t7) = 0. Lagranzijan glasi
1

1 1 1
L= §m:t2 - imw2x2 = om ((t) + g(t)? — §mw2 (zo(t) + y(t))? (3.2.43)
1 1
= om (42 + 2d0 + 57) — 5’ (22 + 220y + ¢°) (3.2.44)
= lmﬁ — 1an2x2 + lmy'2 - 1mcu2y2 +m (rcy - wacy) (3.2.45)
2 ¢ 2 ¢ 2 2 7
iz Cega je akcija
f (1 1 T 1
Slz(t)] = / <2mm'z - 2mw2x3> dt+/ <2my2 - Qmw2y2> dt + (3.2.46)
t; t;
Slae(t)] Sly ()]
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ty

+ /m (rcy — wQ:Ecy) dt (3.2.47)
t;

=0

Slz(t)] = S xe(t)] + Sly(1)]- (3.2.48)

Koriste¢i dekompoziciju puta z(t) = x.(t) + y(t), gdje je z.(t) klasi¢no rjesenje koje
zadovoljava pocetne uvjete z. (t;) = x; 1 z.(ty) = zy, 1 fluktuacije y(¢) koje zadovoljavaju
y(t;) =01y(ty) = 0, mozemo napisati izraz za propagator K kao

ty
. ;<58+f(;myg—;mw2y2)dt>
K (aptpnts) = [ 2Le@leie0 = [y \ (3.249)
ty
; %f(%myzfémwaz)dt
— ¢S / Dly(t)e (3.2.50)
f2(-um)
z % 927(4.}23/2 dt
— /Q[y]ehti . (3.2.51)

Uocavamo da je integral iz (3.2.51), koji ukljucuje samo y(t), zapravo propagator K za
y(t) koji ide od y (t;) = 0 do y(ty) = 0. Nazovimo taj integral F,

: tf%(zﬂfﬁyz)dt
Flty—t) = /@[y]e , (3.2.52)
pa pisemo .
K (zg.tpmts) =W F (t;— ;) (3.2.53)

Razlog zasto se y(t) moze razdvojiti je zato $to su fluktuacije y(t) zadane da pocinju i
zavrsavaju u nuli. Zbog toga integral preko y(t) ne ovisi o pocetnim i krajnjim vrijednos-
tima x; i x5, ve¢ samo o vremenskom intervalu ¢; — ¢;. Dakle, F (t = ti> nije nista drugo
nego propagator iz x; = 0 u xy = 0, tj.

F(ty—ti) = K (0,t5;0,1), (3.2.54)

pa konacan izraz za propagator glasi

K (2g,t2i,t) = ) (0.7:0,2,) - (3.2.55)

doprinos klasi¢nog puta ~
kvantne fluktuacije

Postoji viSe nacina za racunanje F'(ty —t;). Za detalje vidjeti, na primjer, [7,41].
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1. Koristimo svojstvo kompozicije amplitude prijelaza

Svojstvo kaze da se propagator moze razdvojiti u dva dijela
K(xf,tf,xz, i /de xf,tf,x t) K (z,t; 2, t;) , (3.2.56)
sto uvrstimo u F (tf - ti> =K (O, tf; O,ti> pa je

F(tp—t) = /da: (e%Sc(Ov%tf—t)F (- t)) (eésc@ov”ﬂF(t - ti)) . (3.2.57)

Nadalje, koristimo ranije dokazan izraz za klasi¢nu akciju harmonickog oscilatora

S. (xf,wi,T) Y

2 2
2sinwT {(x + ) coswT - Q%wf] 7 (3.2.58)

gdje je T' =ty — t;. Dodatno, uvedimo oznake 77 =t; —t i T, =t —t; pa (3.2.57) glasi

mw 2 mw 2
(m cosz1)+725ian2 (m coszg))

:/dxF (T)) F (Ty) e" dGie (3.2.59)
imwz? <Cf)s wTq cos wT2>
- / dzF (T)) F (Ty)e * \onoTitmeTs (3.2.60)
— F(TY) F (Tb) / dre B (CtguTitetgwly)a? (3.2.61)
+oo
= / e dy = \/Z—W za A= 2 (ctgwTi + ctgwTh) (3.2.62)
—o0 A 2h
v
=F (1) F (T 3.2.63
(1) F( 2)\J 2 (ctgwT + ctgwy) ( )
2imh
F(T)) F (T 3.2.64
(1) F(T) \/mw (ctgwTy + ctgwTh) ( )
cos (wT) sin (wTy) + cos (wT3) sin (wT7)
= T) T 2.
{Ctg wih) + ctg (WT2) = sin (wT7) sin (wT3) (3:2.65)

sin(wT)
=qct T1) t T T="1T +1T: 2.
{c g (wTh) + ctg (W) = Sn (@I sin (%) za 1+ 2} (3.2.66)
2irhsin (wTh) sin (wTy)
=F (1) F (T: 3.2.67
(1) F ( 2)\J mw sin(wT') ’ ( )
odnosno
F(T)  [2ixh [sin (wTy)sin (wTb)]"? (3265)
F(T)F(Ty) \ mw sin(wT’) ' -
Na temelju gornjeg izraza, mozemo pretpostaviti da F(T') ima oblik
mw
F(T)=,|———FF——e7T 2.
(T) 2mih sin(o.;T)e ’ (3:2.69)
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sto ¢emo sada dokazati direktnim uvrstavanjem. Sukladno pretpostavci, neka su

mw mw
F(T)=,————¢T | F(T))=,]—— 2 3.2.70
(71) \/27m'hsin (wT7) ' (T2) \/2m’hsin (wTQ)e ’ ( )

gy

mw aT mw aT
F(T) \/ 2riksin(@T) € Imihsin(wl) C

F(Th) F(T3) ( D L e“T1>< oL )eaT2) \/ erz;?;(wﬂ)\/ 2mn;?rf(sz)ea(Tl+T2)

2mihsin(wTt) 2mihsin(wTs
/ mw
2mihsin(wT) 6aTe—a(Tl—i-TQ) _ {eaTe—a(Tl +T15) — ol —aT _ 1}
mw mw
\/27rihsin(wT1) \/27Tih sin(wT?)

mw mw mw
2mihsin(wT) 2mihsin(wT) 2mihsin(wT)

mw . mw o miw . 1 mw )2
2mihsin(wTy)  2mwihsin(wT?) 2mih \/Sin(le) sin(wT?) (2m‘ﬁ)

\/sin(le) sin(wT?)

B \J 2irhsin (wTh) sin (wTy)

mw sin(wT)

Ovime smo dokazali (3.2.68). Sada mozemo napisati opéeniti oblik za F(T') kao

mw
F(T)= |———F—e7T 2.71
(T) \/ 27ih sin(wT)6 ’ (8:2.71)

gdje je a proizvoljna konstanta. Za a = 0, slijedi da je F/(T) =, /ﬁ:@ﬂ) iz Cega mozemo
zapisati konacan izraz za propagator harmonickog oscilatora [7] kao

K (:z:f, Ly @i, ti) =

mw o T mw
" exp e
2mihsin(wT) P\n2 sin(wT’)

Ovaj oblik je fizikalno konzistentan, odgovara sluc¢aju slobodne cestice u limesu w — 0.
Tada je li_r% sin(wT") = wT pa izraz za propagator slobodne Cestice glasi

> | (3.2.72)

(:1:,2 + a:fc) cos(wT') — 2w;x¢

m m (xf—xi)2

27h (tf — ti> R e (tf - ti)

K(a:f,tf;xi,ti> = (3.2.73)
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2. Metoda determinante

Pokazali smo da za F(T) vrijedi

= fwy)d

/.@ , (3.2.74)

gdje su rubni uvjeti dani s y (t;) = y(ty) = 0. Kvadratni ¢lan u eksponentu funkcionalnog
integrala (3.2.74) piSsemo kao

vo[trm 2 2 / / %y
h/t 3 (=) /ydt ( ) Vet
Z.f
2/ ((Citz+w>)ydt:2/y0ydt,
t;

gdje je O = - (% + w2> [35,41] diferencijalni operator. U proslom poglavlju dokazali

smo da je rezultat Gaussovog integrala za kvadratnu formu proporcionalan s

i [ 0 A
[ 71)e’ Sl voutt (et 0)12, (3.2.75)
tj. funkcionalni integral (3.2.74) postaje
F(T) ~ (det O)~ Y2, (3.2.76)

Kako bismo eksplicitno izracunali det O, razvit ¢emo y(t) u Fourierov red [42,43]

gdje su y,(t) svojstvene, ortonormirane funkcije operatora 0, aa, koeficijenti Fourierovog
razvoja. Pretpostavimo da su svojstvene funkcije oblika

2 . (nmt
Yn(t) = \fTsm <T> : (3.2.78)

gdje je T" = ty — t;. Funkcija y(t) zadovoljava rubne uvjete y (t;) = 0 i y(tf) = 0.

Svojstvene funkcije y,, () moraju zadovoljiti svojstvenu jednadzbu operatora 0,
Oy (t) = A (2). (3.2.79)

Uvrstavajuéi definirane O i y,(t), slijedi

_E (8 g:( ) +tw yn( )) = )‘nyn(t)> (3'2'80)
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9% 2 t 2 t 2 t
—% (W\/;sin (ZT) + w? T sin (?)) = )\n\/;sin (@Z) : (3.2.81)
0? t 2 t
{Wsin (”;) S (T;T sin (";) } , (3.2.82)
2 [9 ¢ 2 t 2 t
_% (_ (T;ZT) \/;sin (”; +w2\/;sin (?)) = Any [ sin <";> . (3.2.83)
2
_% <_ (”;f) Fw?) =, (3.2.84)
m
h

(7;7])2 _ wﬂ _ (3.2.85)

2
Da bi svojstvena vrijednost bila negativna, mora vrijediti (%) —w? <0, tj.n< T—:

Vrijednost n mora biti cijeli broj. Stoga, broj negativnih svojstvenih vrijednosti n_ je
Tw

¥ Sto moZemo zapisati i kao n_ = [@J,
m T

najvedi cijeli broj manji od ili jednak izrazu
gdje |-] predstavlja donju cijelu vrijednost, tj. najveci cijeli broj manji ili jednak izrazu

unutar zagrade. Npr. ako je % = 3.7, tada je broj negativnih svojstvenih vrijednosti
n_ = |3.7] = 3, $to znadi da Ce svojstvene vrijednosti A, biti negativne za n = 1,2, 3. Za
razliku od n_, koji je konacan broj, broj pozitivnih svojstvenih vrijednosti n, je beskonacan

zbog n > V%’J, tj. n. = o00. Svojstvene funkcije y,(t) ¢ine bazu Hilbertovog prostora

L? <[t,~,t fD To znadi da svaka kvadratno integrabilna funkcija y(t) s rubnim uvjetima
y(t;) =y (tf) = 0 moze biti izrazena kao linearna kombinacija svojstvenih funkcija

yn(t), y(t) = X anyn(t). Zbog ortonormiranosti svojstvenih funkcija y,(t), Fourierovi
n=1

koeficijenti a,, ¢ine diskretan skup varijabli integracije. To znac¢i da mozemo integral preko
svih moguéih puteva y(t) izraziti kao produkt integrala po koeficijentima a,,, tj.

> da, ~

.N. (3.2.86)

Dly(1)] =

el V211

o0
Produkt [] \C/l% oznacava beskonac¢no mnogo integrala po svakom koeficijentu a,,, a svaki
n=1

od tih integrala skaliran je faktorom ﬁ kako bi se normalizirala mjera u Fourierovom

prostoru. Jakobijan N predstavlja promjenu mjere iz prostora funkcija y(t) u prostor
Fourierovih koeficijenata a,. Nadalje, integral iz eksponenta (3.2.75) mozemo pisati kao

/ dty(t)Oy(t) = / dt (i anyn(t)> (i: am/\mym(t)> (3.2.87)

— S ntme / Aty (1) ym () (3.2.88)

n=1m=1 t;
N——
67L7‘V7,
=Y ai\,. (3.2.89)
n=1
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Uvrstavanjem (3.2.86) i (3.2.89) u (3.2.74), dobivamo

— < da, ixe
F(T) _ N/ H gm,ei Yool Anad (3290)

oo =1
e dan i,a2 Gauss. 1 2mi (/\ >_1/2 (3 2 91)

— — 2% U= N “n o

2 V21 \ A

Y (3.2.92)

n=1

Problem je taj Sto produkt iz (3.2.92) moze divergirati za A, > 0 kada n — oo. Da
bismo osigurali konvergenciju beskonacnog produkta, koristimo regularizaciju, tako sto

¢emo izraz (3.2.92) pomnoziti s faktorom e (nin_); pa pisemo
61 ’VL+ n__ Z

| o T2 ei(n+—n_)§

n=1
1
~ e 2 . T
F(T)=N|[] An| -e ™ . (3.2.94)

n=1

Za kvadratni operator O, determinanta operatora moze se izraziti kao produkt njegovih
svojstvenih vrijednosti. Ako O ima svojstvene vrijednosti A,, tada je determinanta

|det O = T Al (3.2.95)

n=1

Stoga, za w # 0 imamo

‘det Ow‘ = 10_011 |An ()],

azaw=0,
det Oo| = TT [Aa(0)] - (3.2.96)
n=1

U ovom kontekstu, w predstavlja frekvenciju harmonickog oscilatora. Kada je w = 0,
sistem se ponasSa kao slobodna Cestica, a kada je w # 0, sistem je harmonicki oscilator.
Ocito je da N ne ovisi 0 w pa mozemo pisati

~1/2
> . (3.2.97)

) e ) )
Fw(T):N(‘detOw) emin-m/2 | FO(T):NOdetOO

Pogledajmo njihov omjer

1/2

N i
) N (‘det Ow() e—in-m/2 ) det Oo| JE (3.2.98)

R(T) )7 ol

N (‘det OO
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ET) _ 5 |An<o>|)”2 S
Fo(T) };[1<|)\n(w)] ' (3.2.99)

. 2

Prema (3.2.85), svojstvene vrijednosti operatora O, su \,(w) = (%) —wlazaw=0
2

to su A\, (0) = (%) . Omjer daje

wo o (F) 1 (3.2.100)

An(w) (%)2—w2 1—% 1 (L)Q’

nm

gdje smo uveli oznaku a = wT'. Ali mi imamo beskonacan produkt takvih omjera, tj.

T Aa(0) R 1
nl;[l ) n];[l 71 - (E)Q (3.2.101)

Iskoristimo Eulerovu formulu [44]

00 2
sinz =z [[ (1 S ) , (3.2.102)

pa, uz xr = a, piSemo

1 (1 _ @ ) _ sina (3.2.103)

ﬁ = (3.2.104)

I e —— , (3.2.105)

tj.
- 3.2.106
nl;[l A(w)  sin(wT)’ ( )
sto uvrsteno u (3.2.99) daje
PAT) = Fo(T) [ e M min-§ (3.2.107)
wAH) N e e T — e -2, 2.
" sinr)] 2miR]sin(@T)|

Koristenjem K (xf, tr;a, ti> = i -F,(ty—t;) zaT =ty —t; te koristenjem pretpostavke
wT < 7, dobivamo konacan izraz za propagator [35,41]

mw i (x¢2+zf2) ctg(wT)7M}
K (zotpaty) = | —— i | | 3.2.108
(xf’ £ % ) 27rz'hsin(wT)e ( )
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3.3. Propagator za opcenitiji lagranzijan
Razmotrimo opéenitiji lagranzijan [7,35]

1
L= me'Q - (a—l—bx+cx2 +d:’n—|—ex9’c> : (3.3.1)

gdje su a, b, ¢, d, e vremenski neovisne konstante.

Za pocetak, izvedimo klasi¢nu jednadzbu gibanja za (3.3.1). Iz E-L jednadzbe,

d (OL oL
— (=) = == 3.2
dt <8x> ox’ (332)
izracunamo potrebne derivacije: g—é =mx —d — ez, % (‘3—’;) = mai, ‘3—’; = —b — 2cx pa je
klasi¢na jednadzba gibanja
mi. = —b— 2cz,. (3.3.3)

U svrhu rjeSavanja jednadzbe (3.3.3), uvodimo supstituciju £(t) = z.(t) + £ te koristimo
rubne uvjete z.(t;) = x; i x.(tf) = =y, Sto kada uvrstimo u (3.3.3) daje

mé(t) = —2¢£(t), (3.3.4)

£(t) + w?(t) = 0. (3.3.5)

1z jednadzbe (3.3.5) uoc¢avamo da £(t) zadovoljava jednadzbu harmonickog oscilatora frek-
vencije w? = % s rubnim uvjetima

b . b
Opce rjesenje jednadzbe (3.3.5) dano je s
£(t) = Asin(wt) + B cos(wt), (3.3.7)
gdje je w = %, a A i B neodredene konstante. Koriste¢i rubne uvjete, dobivamo jed-
nadzbe
& = Asin (wt;) + B cos (wt;) , (3.3.8)
&r = Asin (wtf> + B cos (wtf) , (3.3.9)

iz. kojih dobivamo A i B pa rjesenje jednadzbe (3.3.5) glasi

sin (w (ts —t))
sin (w (ts —ti)>

odnosno, vracanjem &(t) = z.(t) + & dobivamo

o) — (xi ) b) sinw (ty —t) | (xf . b) smet=t) b o)

2c sinw(tf—ti) 2c sinw(tf—ti)_%

sin (w (t — t;))

sin (w (17— 1:))

f(t) =&

+ & , (3.3.10)
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U QM, centralni objekt je propagator koji se, u formulaciji integrala po putevima, dobiva
kao )
w\ty )=y i
K (aptpant) = [ 7 oleletol 3:512)

ti):xi

Dakle, propagator se dobije sumacijom po svim putevima z(t), t.d. vrijede pocetni uvjeti
z(t;) = z; 1 z(ty) = xy. Neka su fluktuacijski putevi oko z.(t) dani s

y(t) = x(t) — 2(t), (3.3.13)

iz cega slijedi y(t;) = y(t;) = 0. Funkcija y(¢) opisuje odstupanje od klasi¢nog puta
z.(t), tj. kvantne fluktuacije. Cilj je izracunati propagator iz izraza (3.3.12). Veé¢ smo
ranije dokazali da vrijedi Z[z(t)] = Z [z.(t) + y(t)] = Z[y(t)]. Da bismo izrac¢unali akciju
Slz(t)], napisimo prvo lagranzijan kao

L(x(t), (1)) = L (zc(t) + y(t), 2c(t) + (1)) (3.3.14)
31 1
B2 22 |0+ bae + cx? + die + e i (3.3.15)
1
+ §my2 - {by +ey® + dy + eyg)} (3.3.16)
+mi.y — [2cxey + e (Tey + x:y)] (3.3.17)

pa je akcija dana s

ty
1
Slx(t)] = /dt {L (e, Te) + §mg)2 — {by + cy® + dy + eyy] (3.3.18)
t;
. d
+ma .y — [2cxcy + e (xcy)] } . (3.3.19)

Promotrimo pojedine ¢lanove u gore napisanoj akciji. Koriste¢i y(t;) = y(ty) = 0, slijedi

Ly
d
/dtxcy ={u=g.dv=ydt} = xcy /dty:z:c (3.3.21)
ty 1
— / dtyi, OV 2 / dt(—by — 2cx.y). (3.3.22)
m

Akcija postaje

Slx(t)] = S [x.(t)] + /dt {;myz — by —cy® — dy — eyy — (—by — 2cxy) — 2cxcy}
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ty
1 . .
=S [z.(t)] + /dt {2my2 —cy? —dy — eyy} :
t.

Zadnji ¢lan gornjeg integrala postaje

y(t
/dtyy = /dt—y = / dyy = 0, (3.3.23)
y(t
pa konacno akcija poprima sljedec¢i oblik
ty 1
Slz(t)] = S [x.(t)] + /dt {meg — cyz} : (3.3.24)
t;
Zadnji ¢lan iz (3.3.24), uz
t—t—t,
dt — dt, (3.3.25)
postaje
T 2c 2c
m /dt {gf _ y2} W= (3.3.26)
2 " m m
Uz uvodenje
N Mo 2.2
Lo(y,9) =5 {7 -y}, (3.3.27)
izraz za akciju pisemo kao
Sla(t)] = 8 [we(t)] + [ dtLu(y,9), (3:3.28)
0

gdje je S [z.(t)] pokrata za S. {xf,m,,tf, } Uvrstimo (3.3.28) u (3.3.12) pa izraz za
propagator postaje

l

K (xf,tf;xi,to = /y(tf)zo Dy(t)] exp [hS [z:(t)] + ;i /OT dth(y,y‘)] (3.3.29)

y(t:)=0
[
i y(ty)=0 i dth(yy)
K (g tpat;) = el / () Dly(t)le o (3.3.30)
y(t:)=0
K (vp.tpants) = etSOlE, (1,.1,), (3.3.31)
gdje je ;
y(tr)=0 & [ dtLu(y.9)
F, (ty, 1) = / () Dly(t))e o (3.3.32)
y(t:)=0
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Bitno je uociti da F, ( ty,t ) opisuje amplitudu vjerojatnosti da cestice krene iz tocke

y(t;) = 01 vrati se u nju y(¢;) = 0 nakon vremena 7', sto mozemo zapisati i kao

Fw(tf,ti) = Kw(O,tf;O,tl-). (3333)

3.4. Veza integrala po putevima i statisticke fizike

Ovo poglavlje bazirano je na [1,7].

Particijska funkcija Z u statistickoj fizici opisuje kako je energija raspodijeljena medu raz-
licitim stanjima sistema na odredenoj temperaturi. Definira se kao suma eksponencijalnih
faktora energija svih moguéih stanja, tj.

Z=> ek (3.4.1)
n=0

gdje je B = kB%, a F, energija n-tog kvantnog stanja. Koriste¢i relaciju kompletnosti,
> o|n){n| = I, mozemo particijsku funkciju Z izraziti kao sumu ocekivanja operatora
e P 1 svojstvenim stanjima n,

Z = i <n ‘e‘ﬂH‘ n> : (3.4.2)

n=0

Dodatno, koristeci relaciju potpunosti za stanja polozaja [ dz|z)(x| = I, particijsku
funkciju mozemo izraziti kao integral preko svih moguéih polozaja x,

Z:_de§<n x> <:1: e ﬂH’n> :_Zodx§<x e BH‘n> <n
- Toe oS (sfeon] ) (o] (o] (4t

=K (z,x',8)

/Ooda: /dfo () (o =) = { [T 1 ()0 (2= ar = s} 45)

o) (3.43)

_5H

— 00

= /de r,x,3) = 7 <x’6_ﬁH’x>. (3.4.6)

—00

U QM, vremenski evolucijski operator je dan s e~ *#%/" U statistickoj fizici, zanimaju nas

termodinamicka svojstva sistema, koja se opisuju particijskom funkcijom (3.4.1). Da bi-
smo dobili zZeljeni operator, koristimo Wickovu rotaciju koja uklju¢uje zamjenu realnog
vremena t s imaginarno vremenskim parametrom 7, tj. t — —i7. Sada operator postaje
e it/ _y o=H/h — o=BH “odje je 7 = hf3. Operator e # mozemo interpretirati kao evo-
luciju sistema kroz imaginarno vremenski interval A(. Koristeci integral po putu, mozemo
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izraziti oCekivanu vrijednost <x ‘e‘ﬁH ‘ x> kao integral preko svih moguéih puteva z(7)

koji poc€inju i zavrsavaju u z,

< ﬂH\> [ 91 expl hﬁdTLE(x,x')], (3.4.7)

0

gdje je Lg Euclidov lagranzijan sistema. Lagranzijan u realnom vremenu je L = % (‘Cil—’f —
. .o . Ve . m x€X 2
V(z). Nakon Wickove rotacije, t — —ir, lagranzijan postaje Lp = % (Z—T) + V(x) pa

particijsku funkciju pisemo kao

B3 2
(1)= xhﬁ 1 m (dx
— —— — = : 4.
/ oy 2D | 0/ dT< . ( dT) +V(:zc)) (3.4.8)

Razmotrimo situaciju na primjeru harmonickog oscilatora. U prethodnom poglavlju po-
kazali smo da vrijedi

o i mw (mf + x?) COS W (tf - ti) — 2x;7y
<l’f,tf | Li, > = exXp |
2mihsinw (tf — ti> ho 2 sinw (tf — ti>
Za particijsku funkciju uzimamo z; = x; = v ity —t; = —ih3 pa je

sin (w (tf — tl)> = sin(—ihfw) = —isinh(hfw), 5.40)
cos (w (tf — t2)> = cos(—ihfw) = cosh(hfw), N

gdje smo koristili identitete za hiperboli¢ne funkcije sin(—if) = —isinh(f) i cos(—if) =
cosh(#). Konacno, propagator postaje

_ B mw i mw 2x? cosh(hfw) — 2x
<x‘e BH‘x> B \/27m'h(—7j sinh(hfw)) P lh 2 —isinh(hfw) ] (34.10)

mw mwz? cosh(hfw) — 1
< ‘ BH‘ > \/27Thsmh(h6w) P [_ h sinh(hBw) ] (3:4.11)

Da bismo dobili particijsku funkciju Z, moramo integrirati izraz (3.4.11) po svim moguéim
polozajima x,

400 +00 2
_ h(Afw) — 1
Z _ / < BH > _ / mw _mwx COS '
J de (x| |a J s (he) P | TR sinh(hBw)

(3.4.12)

Postavimo a = %% te iskoristimo [*°_exp (—ax2) drx = \/g pa (3.4.12) postaje
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™

"+ | mw cosh(ABw)—1
27rhs1nh (hpw) J “h " sinh(hBw)

Z =

wh  sinh(hfw)
\/27rh sinh(hfw) \| mw cosh(hpw) — 1
mwmhsinh(hfw) 1
\/2(cosh(hﬁw) -1)

1
2 - 2sinh?(hBw/2)

27h sinh(hpw)mw(cosh(hfw) — 1)

{cosh hfw) — 1 = 2smh2(h6w/2)} \/

1 . et —e™® 1

= Ssnb(hG/2) = {smh(x) = 5 } = R A
1 e~ hBw/2

ohfw/2 (1 _ e—hﬂw) T 1 _ e—hBw

— {1_61—1‘1,3w = i (e*hﬁuJ)"? T = ehﬁbd} — o Bw/2 i (eihﬁ‘”)n

00 00 .
— Z 6—hﬂw/2€—nh,3w _ Z e—hﬁw(n+§)
n=0 =

(3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.15)

(3.4.16)
(3.4.17)

(3.4.18)

(3.4.19)

(3.4.20)

Energetski nivoi harmonickog oscilatora su kvantizirani i dani su izrazom FE,, = (n + %) hw,

gdje je energija osnovnog stanja Fy = %hw
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Poglavlje 4

Rasprava i zakljucak

U ovom radu istrazili smo formalizam Feynmanovih integrala po putevima kao alterna-
tivni pristup QM. Integral po putevima povezuje klasicnu i kvantnu teoriju kroz prin-
cip minimalne akcije, pruzajué¢i duboko razumijevanje kvantnih fenomena. Eksperiment
dvostrukog proreza, koji smo analizirali na pocetku, jasno demonstrira osnovne kvantne
principe poput superpozicije i interferencije, Sto nas uvodi u kvantnu prirodu materije.
Ovaj eksperiment ilustrira fundamentalne razlike izmedu CM i QM, potvrdujuéi valnu
prirodu cestica i osnovne principe Kopenhaske interpretacije kvantne mehanike.

Prikazali smo kako se formalizam integrala po putevima izvodi iz kanonske QM. Posebno
smo se bavili tehnikama ra¢unanja integrala po putevima koriste¢i Gaussove integrale, koji
su kljuéni za izra¢unavanje propagatora. Gaussovi integrali omoguéuju pojednostavljenje
slozenih kvantnih problema, a njihova primjena u formalizmu integrala po putevima pruza
analiticke rezultate za razli¢ite kvantne sustave. Medutim, valja naglasiti vazna ogranice-
nja i pretpostavke koje smo imali tijekom izvodenja formalizma integrala po putevima.
Jedno od klju¢nih ogranicenja je pretpostavka da broj diskretnih koraka N ide u besko-
nacnost (N — 00). Ova pretpostavka omoguéuje da se integral po putevima racuna kao
granica sume po sve finijim podjelama vremena, Sto znaci da se vrijeme diskretizira na
beskona¢no mali interval. Ovo ogranic¢enje nosi nekoliko vazne implikacije kao npr. pret-
postavka da N — oo, sto osigurava da se putevi Cestice mogu smatrati kontinuiranim
krivuljama a to je klju¢no za primjenu integrala po putevima. Cesto je broj koraka kona-
can, Sto moze dovesti do netoc¢nih aproksimacija. Takoder, iako su putevi kontinuirani, oni
nisu diferencijabilni, Sto znaci da ne mozemo uvijek koristiti klasi¢cne metode diferencija-
cije za analizu puteva. To zahtijeva specijalne matematicke alate za rjesavanje problema
u formalizmu integrala po putevima, kao npr. teoriju mjere i funkcionalnu analizu.

Analizirali smo Gaussove integrale, koji su od sustinskog znacaja za razumijevanje in-
tegrala po putevima. Gaussovi integrali omoguéuju pojednostavljenje slozenih kvantnih
problema, posebno kod izracunavanja propagatora. Zatim smo detaljno obradili primjer
harmonickog oscilatora, koji je klasican model u kvantnoj mehanici. Pokazali smo kako
se propagator za harmonicki oscilator moze izracunati koriste¢i integral po putevima,
pruzajudi intuitivno razumijevanje kvantnih stanja oscilatora. Takoder smo istrazili vezu
izmedu integrala po putevima i statisticke fizike. Pokazali smo kako se particijske funkcije
mogu izracunati pomoc¢u ovog formalizma, sto dodatno potvrduje vaznost integrala po
putevima u Sirem kontekstu fizike.
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Integral po putevima je postao kljucan alat u kvantnoj teoriji polja (QFT), omogucu-
juéi analizu i rjesavanje slozenih problema u fizici ¢estica i drugih podrucja. Integral po
putevima nudi elegantan nacin kvantizacije polja, prelaze¢i od klasi¢nih polja do kvant-
nih. Ova metoda omogucuje formiranje funkcionalnih integrala koji opisuju vjerojatnosti
razli¢itih kvantnih stanja polja [7]. Takoder, formalizam pruza osnovu za konstrukciju
Feynmanovih dijagrama, koji vizualno predstavljaju interakcije cestica. Ovi dijagrami su
kljuéni za prora¢une u QFT, omogucéujuéi precizno ra¢unanje amplituda rasprsenja [7].
Kroz integral po putevima, renormalizacija postaje transparentnija, omogucujuéi uklanja-
nje infinitezimalnih i divergirajucih veli¢ina iz teorijskih proracuna. Ovaj proces je klju¢an
za dobivanje fizicki smislenih rezultata u QFT [45]. Spomenimo jos da je integral po pu-
tevima esencijalan za proracune u QED i QCD, dvije najuspjesnije teorije unutar QFT,
kao i to da ima primjenu i kod formuliranja kvante gravitacije [46,47].
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Dodatak A

Baker—Campbell-Hausdorff formula

Cilj je dokazati da za neka dva operatora, A i B, vrijedi

cAeB — pATB+3[ABl+5[AA B+ 5 (B.[BAl+... (A.0.1)

Prvo ¢emo dokazati da vrijedi

n A-ova

A —A 1 1 1 ———
e"Be " =B+ [A B]+ i[A’ [A, B]] + g[A, [A, [A,B]]] + ... o AA, ... [A B+
' ' (A.0.2)
Definirajmo sljede¢u funkciju operatora
F(x) = e Be™™4 (A.0.3)
Z —' . (A.0.4)

Vidimo da za x = 1 izraz (A.0.2) odgovara F(1). Nadalje, koriste¢i (A.0.3), pogledajmo
derivaciju

ZF = Ae®™ Be ™ 4 " B(—A)e 4 (A.0.5)
x
= ™A, Ble™4 (A.0.6)
= [A, exABe_xA} (A.0.7)
= [A, F(x)]. (A.0.8)
Napravimo isto, ali sada koristimo (A.0.4) i (A.0.8)
ar & 1
o Fopnt A.0.
i DY T (4.0.9)
= [A, F(z)] (A.0.10)
> 1
= A F]a" (A.0.11)
n=0 """
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Sljedeci korak je taj da napravimo zamjenu n — m — 1 pa je
dF > 1
-y A E, |2zt A.0.12
dr Z (m . 1)| [ ) 1] 'y ) ( )

m=1

sto kada usporedimo sa (A.0.11) daje

= [A, F,_1]. (A.0.13)
Napisimo prvih nekoliko ¢lanova rekurzije
Fy = B, (A.0.14)
Fy =[A F)] =[A, B], (A.0.15)
F,=[AF]=[AADB]... (A.0.16)

Uoc¢avamo da su napisani ¢lanovi upravo oni iz (A.0.2). Uvrstimo ih u definirani Taylorov
red

T) = nio i'an;” = B+ A, Blx + ;[A, [A, B]]z?*. .. (A.0.17)
Usporedujuéi izraze (A.0.3) i (A.0.17), za © = 1 mozemo pisati
F(1)=e*Be™® = B+ [A, B] + ;[A, (A, B]]... (A.0.18)
Ako stavimo z = —1 te iskoristimo [A, B] = —[B, A], slijedi
e “Be = B+ [B, Al + ;[[B,A],A] o (A.0.19)

Sljedece Sto nas zanima je odrediti %eA(m), gdje je A operator koji je funkcija od x.
Koristedi razvoj u red, uz A’ = dA/dz, slijedi

d d
A(z) 1 2 3
dx[ | = dx( +A+ A +3A ) (A.0.20)
:A,+AA—|2—AA +AAA+A§1'A+AAA N (A.0.21)

Koristili smo lanc¢ano pravilo jer A i A’ ne moraju nuzno medusobno komutirati. (A.0.21)
mozemo pisati kao

A'A+ AA AAA+ AAA+ AAA el
A o= — _A™A'A™ (A.0.22
ey 3] P 2Py m+n+1> A0
odnosno o -
S A = 4 A, (A.0.23)
m=0n=0 m+n+ 1) dl’
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Nadalje, pogledajmo sljedec¢i integral

Az)ev @),

1

d
dy e—9A@)
O/ye dx

Koriste¢i Taylorov razvoj, za dva eksponencijalna doprinosa, (A.0.24) postaje

1
/dyel y)A ZZ/dy A/y :
n=0m= 00 m:
O X A"ATA™
Z /dyl—
=5 Cnlm!
Rijesimo integral iz (A.0.26)
1 ] 1
du(l = )" y™ = — /d m+1 1 — )"
O/y( y)"y ol K (1-y)
_ 1 /1d(1 )n m—+1
Com+1 vy
1
n
— d 1 n—1, m+1
m+1/y( y)" Ny
Ponavljajué¢i postupak, slijedi
/ 1 1
n n-—
d 1_ n,m __ /d m+n
O/y( y)"y mimrs mn) Yy
_on n—1 1 1
S m+1m+2 mAnmtn+l
nlm!
C (mAn+ D)

Uvrstavanjem (A.0.32) u (A.0.26) te usporedbom sa (A.0.23) dobije se

1
pA@) _ / dye(l—y)A@eyA
0

dx dzx

Konaéno, mnoZedi s lijeva (A.0.33) sa e~ slijedi

1
_Ad / _yAdA
0
1

/ dye VA A'evA
0
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(A.0.24)

(A.0.25)

(A.0.26)

(A.0.27)

(A.0.28)

(A.0.29)

(A.0.30)

(A.0.31)

(A.0.32)

(A.0.33)

(A.0.34)

(A.0.35)



(4, 4] +31! HA’,A] ,A} oo

(A.0.19

1
—)A/—F*

2

Sada definiramo novu funkciju operatora

F(ZL’) — eerxB _ eG(a:)’
G(z) =) Gna",
n=1

G _ —zB

¢iji je inverz e~ e~*Be~v4, Razmotrimo

d d
-G G —xB _—xA TA _xB
e —e =€ e —e e
dx dx
— 6—:cBe—xA (exAAe:L‘B + easABexB)
:€_$BA€$B+,V_M§B€T/BI
= B+ e "B AP

2
W8 B o A4 2[A, B + %[B, (B, A]] + ...

Iz (A.0.38) slijedi

G l’) :$G1+$2G2+$3G3+"‘
G/(I) = G1 + 2$G2 + 31’2G3 + - 5
pa mozemo pisati

1

6 _ oy ; G G| + a

= [[G’,G],G]+...

= G1 + 2$G2 + Q?Q <3G3 — ; [Gl, GQ]) -+ % ($3) .

Komutator je

[G’, G] - [Gl 122Gy + 322G + ..., 3Gy + 122Gy + 753G + .. .}
= 22 [G1, Go) + 2% [Go, G + 0 (2°)
= —1’2 [Gl, GQ] + 17 (lL‘S) .

Usporedbom izraza (A.0.43) i (A.0.47), uz odbacivanje & <x3), dobije se

G1=A+ B,
G2 = 514, B,
Gs = =5 (A, [4, Bl) + [B, B, 4]),

iz Cega direktno slijedi trazeni izraz (A.0.1).
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(A.0.36)

(A.0.37)

(A.0.38)

(A.0.39)

(A.0.40)

(A.0.41)
(A.0.42)

(A.0.43)

(A.0.44)
(A.0.45)

(A.0.46)

(A.0.47)

(A.0.48)
(A.0.49)
(A.0.50)

(A.0.51)

(A.0.52)

(A.0.53)



Dodatak B

Dokaz relacije (2.2.16)

Vrijedi (vidjeti npr. [9])

dyp

Bola) = () § po(r) = o (B.0.1)
Ocekivane vrijednosti operatora polozaja (Z) i impulsa (p) ra¢unamo prema
+o00
By = / Yrapds, (B.0.2)
X o0 o0 dlb
(p) = /¢ —m Yz = /¢ —ih ) d (B.0.3)
Nadalje, racunamo komutacijsku relaciju
= o dy . d(z)
= —thr— — (— B.0.4
[z, plu(x) ihx T (—ih) o (B.0.4)
o dy dip
= —ihx I +1ih <¢(a:) + xd$> (B.0.5)
= ih)(x), (B.0.6)

iz Cega slijedi [Z, p| = ih. Neka je |p) stanje koje opisuje Cesticu sa impulsom p (svojstveno
stanje impulsa). Jednadzba svojstvenih vrijednosti glasi

plp) = plp), (B.0.7)

gdje je p svojstvena vrijednost (broj). Zelimo (B.0.7) napisati u koordinatnoj reprezentaciji
pa pisemo

(z|plp) = (z|plp) = p(z | p). (B.0.8)
=p(z|p)
Iz
(z|plp) = p(z)(z | p) (B.0.9)
i (B.0.8) slijedi
p(x){(z | p) = plz | p). (B.0.10)
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Uvodenjem pokrate (z | p) = e(z) te koristenjem p(z) = —ih%e(m), pisemo

i () = pe(a),

In(e(z)) = 22 4 ¢,

(B.0.11)

(B.0.12)

(B.0.13)
(B.0.14)
(B.0.15)

gdje je A normalizacijska konstanta koju moramo odrediti. Za svojstvena stanja impulsa

vrijedi svojstvo ortogonalnosti
('lp)=0(-p)

+o00o
Uvrstavanjem relacije kompletnosti I = [ dz|z)(z| u (B.0.16), slijedi
+oo
5<p’—p) = / dx<p"x> <x‘p>

el ()

— o0

Uvodenjem dodatne pokrate €'(z) = (x| p/) slijedi
+oo
) (p’ — p) = / dx €™ (z)e(x)
= / dx A*e” #PT AciP®
+0o0 _
Y
Nadalje, koristimo integralnu reprezentaciju ¢ funkcije
1T
= — / due™’, v eR.
2T
Iz (B.0.21) i (B.0.22), uz v = p’ — p, slijedi

—/due r'~p) |A|2/d:re%pp
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(B.0.16)

(B.0.17)

(B.0.18)

(B.0.19)

(B.0.20)

(B.0.21)

(B.0.22)

(B.0.23)



Primijecujemo da nam smeta dio ¥ jer Zelimo da integrali budu iste forme. Uvedimo
pokratu y = 7. Za x znamo da moze poprimiti bilo koje vrijednosti: x € (—00,00) = y €
(—00, 00). Koristedi ¢injenicu da su y i u slijepe varijable mozemo lako proglasiti y = u
te iz (B.0.23) dobiti

1 1
APh=— = A= B.0.24
4] 27 Vorh ( )
pa je .
(z|p) = erP (B.0.25)

\V2mh

i time je relacija dokazana.
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Dodatak C

Dokaz relacije (2.2.23)

Za pocetak, mozemo pisati

+00 oo
/ emw bt gy — ¢ / e~ w T o (C.0.1)
—0o0 —0o0
Dopunimo kvadrat
+o0o +oo 2 2
/ et tbrte gy — o / e_a(z2_2$+“b"72)+%dx (C.0.2)
—0o0 —0o0
400 2
—_ 2_bgy 0% 2
=e° / e a(x "H““Q) - eda da (C.0.3)
—0o0
2 oo 2
= edate / e (") 4y, (C.0.4)
— o
Da bismo rijesili integral
+oo
b \2
= / e_a(x_ﬂ) dx, (C.0.5)
—00
radimo supstituciju z — % = u, mnozimo integral sa samim sobom te uvodimo polarne

koordinate u = r cos ¢, v = rsin ¢ i dobijemo

+00 400 21 oo

/ / —a(uo? d:cdy_//re " drdf (C.0.6)
AN 1 7
= 2 — e T = T = — U
T ( 5a¢ ) 27 5 = o (C.0.7)
0

. e 1 m

iz Cega slijedi [ = /—. (C.0.8)
a

Uvrstimo (C.0.8) u (C.0.4) i time je relacija dokazana.
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