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Sazetak

1937. godine je talijanski fizicar, Ettore Majorana, pokazao kako postoje realna
rjeSenja Diracove jednadZbe. Realnost rjeSenja implicirala je postojanje Majorana
fermiona, kao Cestice koja je vlastita anticestica. Do sada, niti jedna poznata funda-
mentalna Cestica nije Majorana fermion. Osim u Cesti¢noj fizici, Majorana fermioni
postali su predmet zanimanja u fizici kondezirane materije, kao kvazic¢esti¢na pobu-
denja u supravodljivim sustavima s netrivijalnom topologijom. U ovom radu é¢emo
istraziti topoloske jednodimenzionalne i dvodimenzionalne sustave i pokazati na koji
na¢in se Majorana fermioni pojavljuju u teorijama supravodljivosti p-tipa. S ob-
zirom da su takvi sustavi u prirodi rijetki, pokazat éemo na koji nacin je moguce
konstruirati takve egzoti¢ne supravodice formirajuéi heterostrukture s uobi¢ajenim
s-tipom, gdje ¢emo se fokusirati na pionirski Fu-Kane model. Na kraju, raspravljat
¢emo o najintrigantnijem aspektu Majorana kvazicesti¢nih pobudenja - neabelovoj

statistici, na kojoj se temelji buduénost kvantnih ra¢unala.

Kljuéne rijeci: Majorana fermioni, BCS teorija, BdG formalizam, topoloski supravodici,

Majorana nul modovi, neabelova statistika, topologka kvantna rac¢unala
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Uvod

Ideja Majorana fermiona seze jo$ iz 1937. godine kada je Ettore Majorana specijalnim
odabirom v matrica u Diracovoj teoriji elektrona pokazao kako se mogu konstruirati isklju-
¢ivo realna polja. U fizici visokih energija, Majorana fermioni su cestice koje su vlastite
antic¢estice. Jos uvijek nije jasno postoje li elementarne ¢estice koje su Majorana fermioni,
no formalizam je nasao mnoge primjene pa tako danas postoji nekoliko kandidata za Ma-
jorane, medu kojima su svakako najizgledniji neutrini. Proces dvostrukog [S-raspada, koji
objaSnjava proces leptogeneze, mogué je samo ako su neutrini masivne Majorana Cestice.
Takoder, supersimetri¢ne teorije pretpostavljaju da bozonske ¢estice imaju odgovarajuce
Majorana superpartnere. Osim u ¢esticnoj fizici, Majorana fermioni su nasli primjenu u fi-
zici kondezirane materije kao kvazic¢esticna pobudenja u topoloskim supravodic¢ima p-tipa.
U fizici kondezirane materije topologija igra vaznu ulogu u netrivijalnim strukturama u
prostoru, kao sto su kvantni vrtlozi, kojih éemo se dotaknuti u ovom radu. Prvi primjer
topoloske netrivijalnosti u tzv. bulk sustavima, koja je izvor topoloskih faza, otkriven
je 1982. (Thouless, Kohmoto, den Nijs i Nightingale) kada je pronadena veza izmedu
topoloske invarijante i Hallove vodljivosti u kvantnom Hallovom efektu. U kontrastu s to-
poloskim netrivijalnostima u prostoru, topoloske faze karakterizirane su netrivijalnostima
u Hilbertovom prostoru stanja. Do danas, pronadeni su mnogi sustavi koji realiziraju
topoloske faze (Volovik, Haldane, Kane-Mele), a od najveceg znac¢aja u ovom radu bit ¢e
topoloski supravodic¢i. U topoloskim supravodi¢ima netrivijalna struktura potice od faze
koju poprimi tzv. parametar uredenja kada sustav izlozimo ciklickom adijabatskom pro-
cesu, a posljedica je geometrijskih svojstava parametarskog prostora hamiltonijana. Jedna
od kljuénih manifestacija topoloskog reda je degeneracija mnogostrukosti osnovnog sta-
nja. Degeneracija je topoloska u smislu da nikakvom lokalnom perturbacijom ne mozemo
promijeniti osnovno stanje pa je ono topologki zasti¢eno. U BCS teoriji supravodljivosti,
koju ¢emo detaljno opisati u drugom poglavlju, parametar reda je energijski procijep, a
moze se interpretirati kao energija vezanja Cooperovih parova, koji su osnova mikroskop-
ske teorije supravodljivosti. Vrijednost parametra reda karakterizira razli¢ite faze sustava.
Jedna od najvaznijih posljedica netrivijalnih topologkih struktura u supravodicu je posto-
janje Majorana fermiona kao Bogolyubovih kvazicestica na nultoj energiji (Majorana nul
modovi). Zbog simetrije izmedu Cestica i Supljina u supravodljivom stanju, jednocesti¢no

stanje na nultoj energiji mora biti ravnomjerna superpozicija elektrona i Supljine. Ovo



implicira da je hermitski konjugat ovog stanja isto to stanje, ili drugim rijec¢ima, cestica
je jednaka svojoj anticestici. Majorane u fizici kondezirane tvari privukle su veliki inte-
res, ve¢inom zbog njihove netrivijalne statistike — prilikom uzastopnih zamjena cestica,
redoslijed je od klju¢ne vaznosti. Operacije zamjene nisu komutativne pa statisticki Ma-
jorane opisujemo kao neabelove anione (u 2D prostoru). Ovo je potpuno drugacije od
svih drugih poznatih cestica gdje je prilikom zamjene polozaja dovoljno pomnoziti valnu
funkciju s +1, ovisno radi li se o bozonskim ili fermionskim ¢esticama. Ono §to je vazno
spomenuti, a o ¢emu raspravljamo u tre¢em poglavlju ovog rada, jest da se svaki fermion
moze matematicki rastaviti na par Majorana, Sto zapravo odgovara rastavljanju fermiona
na realnu i imaginarnu komponentu, no ovaj postupak dobiva fizikalni smisao tek kada
Majorane, odnosno "polovice fermiona", mozemo prostorno udaljiti tako da se njihove
valne funkcije ne preklapaju. Prostorno odvojene Majorane mozemo opisati kao visoko
delokalizirano fermionsko stanje koje je imuno na veé¢inu tipova dekoherencije, s obzirom
da lokalne perturbacije utjecu na samo "polovicu" elektrona. Upravo zbog imunosti na
dekoherenciju i netrivijalne statistike, Majorana fermioni obeé¢avaju kao temelj tzv. topo-
logkih kvantnih rac¢unala, koja bi mogla obavljati milijune puta viSe operacija istovremeno
od obi¢nih racunala. O ovome raspravljamo u posljednjem poglavlju rada. Iako neé¢emo
raspravljati o na¢inima detekcije Majorana fermiona, u ¢etvrtom poglavlju opisat ¢emo
primjere konstrukcije sustava koji imaju potencijala realizirati supravodljivost p-tipa, a

samim time i Majorana kvazicestice.

Formalizam Majorana fermiona naSao je teoretsku primjenu u Sirokim podrucjima fi-
zike, pitanje koje ostaje je tko ¢e ih prvi detektirati - fizicari elementarnih cCestica ili

kondezirane materije?



Fundamentalni koncepti

1 Fundamentalni koncepti

U ovom dijelu rada dat ¢emo kratak pregled ideje Majorana fermiona, nastale u kon-
tekstu fizike visokih energija. Diracova relativisticka jednadzba za fermionsko polje [1]
oznacila je 1928. pocetak revolucije u kvantnoj fizici. Njena rjesenja vodila su na pos-
tojanje Cestica jednake mase kao elektron, no suprotnog naboja. Godinu dana nakon Sto
je Dirac objavio svoju teoriju elektrona, H. Weyl pokazuje kako se za bezmasene, spin
1/2 fermione moZe konstruirati jednostavnija jednadzba koja ukljucuje dvokomponentno,
umjesto ¢etverokomponentno polje [2]. Nekoliko mjeseci kasnije, W. Pauli predlaze pos-
tojanje neutrina kako bi objasnio kontinuirani energijski spektar elektrona koji nastaju
prilikom beta raspada [3]. Zbog o¢uvanja naboja, neutrini moraju biti neutralni, a ana-
liza tadasnjih podataka dobivenih iz eksperimenata s beta raspadom ukazivala je kako
su neutrini bezmaseni. Prirodno je bilo zakljuciti kako se radi o Weylovim fermionima,
no, kako neutrini ne nose naboj, postojala je moguénost i da su vlastite anticestice. Opis
takvih fermionskih polja dao je Ettore Majorana 1937. godine. Kako je sve ukazivalo na
to da su neutrini bezmaseni, Majorana polje je gledano kao matematicka konstrukcija bez
fizikalnog uporista sve do 1957. kada B. Pontecorvo predvida oscilacije neutrina. Ako
neutrini osciliraju onda imaju masu pa ne mogu biti Weylovi fermioni. Ovo je otvorilo
diskusiju jesu li neutrini Diracovi ili Majorana fermioni. Osim zbog moguénosti da opisuje
neutrine, Majorana fermioni su postali vazni u ¢esti¢noj fizici pojavom teorije supersime-
trije koja zahtijeva postojanje Majorana fermiona kao partnera spin-0 ili spin-1 bozonskih
polja. Tako nijedna poznata Cestica nije Weylov fermion, koncept se pokazao vrlo koristan
- Weylove spinore mozemo promatrati kao gradevne jedinice za bilo koje fermionsko polje,

kao Sto ¢emo vidjeti u nastavku ovog poglavlja.

1.1 Diracova jednadzZba i koncept anticestice

Postoji veliki broj optimalnih startnih pozicija za konstrukciju Diracova polja za Cestice
spina %, mi ¢emo skicirati Diracovu ideju konstrukcije spinornog polja koje nas nameta-
njem uvjeta realnosti vodi na Majorana fermione. Kreé¢emo od Einsteinove jednadzbe,

koja danas veé¢ spada u pop kulturu 20. stoljeca

E? =p* + m*c* , p = (s, Py, D2) (1.1)
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gdje zamjenom energije i impulsa s operatorima £ — i%, p — —1V dobivamo Klein-

1 02 5 mAc?
<§ﬁ—v + 2 =0 (1.2)

koja opisuje skalarna polja, odnosno cestice spina 0. Problem s ovom jednadzbom je taj

Gordonovu jednadzbu

Sto je kvadratna u derivaciji po vremenu $to dovodi do pozitivnih i negativnih energija.
Danas znamo da postoje Cestice i antiCestice pa u tom smislu negativne energije nisu
problematic¢ne, ali vode na negativnu normu $to znaci da njen kvadrat ne mozemo inter-
pretirati kao gustocu vjerojatnosti, kao $to je to bilo u slu¢aju Schrédingerove jednadzbe.
Kako bi izbjegao ovaj problem, Dirac je linearizirao K-G teoriju tako sto je relativisticku

disperzijsku relaciju zapisao na sljedec¢i nacin
E = A/p% + m? = cap + fmc? (1.3)
odnosno, dao je generalnu formu hamiltonijana
Hpipac UV = (cap + /Bmcz) v (1.4)

uz standardne kvantnomehanicke zamjene za energiju i impuls, a a = (a,, ay, @), 1 8 su
zasad nepoznati koeficijenti. Ono $to jednadzba polja treba zadovoljavati jest da bude
Lorentz kovarijantna i konzistentna s disperzijskom relacijom te da dopusta probabilisticku
interpretaciju valne funkcije. Ova dva uvjeta mogu biti zadovoljena samo ako su a i 8

4x4 antikomutiraju¢e matrice koje zadovoljavaju sljedece uvjete

2 _ 2 _ 2 _ 2
o, =, =a, =p"=1

{ai, a5} =20
{Oéz‘,ﬁ} =0

Matrice nisu jednozna¢no odredene, a uobicajen izbor jesu Paulijeve matrice.

0 ; I
o =0,R0; = , B=0. Q1= (1.5)
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Dakle, eliminacija kvadratnog korijena uz postivanje principa kvantne teorije i specijalne
relativnosti vodi na matri¢nu strukturu koja opisuje spinske stupnjeve slobode. Ako

definiramo tzv. gamma matrice

" = (6 Par) (1.6)

dobiva se Diracova jednadzba u Lorentz kovarijantnom obliku (od sad nadalje uzimamo
h=c=1)
(iv"0p —m) ¥ =0 (1.7)

0
oxh*

gdje je 0, =

Gamma matrice generiraju Cliffordovu algebru zadanu sa

{7y, 7"} = 29"

YoY¥uYo =7}

(1.8)

gdje je g"” tenzor Minkowskog. Prvi uvjet je nuzan kako bi Diracova jednadzba bila
konzistentna s disperzijskom relacijom (3.26)), a druga osigurava hermiti¢nost Diracovog

hamiltonijana, $to se eksplicitno moze napisati na sljede¢i nacin

Y=, A =-v (1.9)

S obzirom da se radi o 4x4 matricama, implikacija je da ¥ takoder mora imati 4 kompo-
nente. Ono Sto na prvu pada na pamet jest obi¢an 4-vektor, no, ispostavlja se da se ¥
ne transformira kao vektor pod Lorentzovom grupom. Ovakav objekt nazivamo spinor.
Razlika lezi u tome sto je vektor objekt u prostoru Minkowskog, a spinori su objekti koji
"zive" u spinskom prostoru. Rotacijom vektora za 27 dobiva se identi¢an vektor, a spinore
moramo zarotirati za 47 da bi se vratili u pocetnu konfiguraciju. Dakle, Spin01E| je 4x1
matrica ¢iji su elementi funkcije energije i impulsa koji kada se pomnoze s faktorom e*

(odnosno e~#%) daju rjeSenja Diracove jednadibdﬂ (1.7)

W = (1,1, 3, 84)" (1.10)

IPreciznije, ovaj objekt nazivamo bispinor jer se moZe dalje reducirati na dvokomponentne objekte
koje onda zovemo spinori.
2Rjesenja u slobodnoj teoriji ée biti ravni valovi, poto se radi o lineariziranoj teoriji.
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Mozemo napisati operator polja za Diracov fermion, pri ¢emu koristimo genericka svoj-

stvena stanja stacionarne jednadzbe ®g(x)

U(z) = Z ap e Fdg(z) + Z bl e P D (x) (1.11)

E>0 E<0
gdje su aE i bE operatori stvaranja Cestice i antic¢estice s energijom F, koji zadovoljavaju
kanonske fermionske antikomutacijske relacije. Stacionarna Diracova jednadzba ima vazno
svojstvo: za svako rjesenje ®(x) s energijom E, postoji rjesenje ®(z) = C®(z) = CP*(z)
s energijom —FE. Ovdje je C matrica nabojne konjugacije (eksplicitan oblik trenutno nije
vazan). Promjenom predznaka za nijemu sumaciju i koristeéi gornje svojstvo mozemo

napisati operator polja kao sumu po pozitivnim energijama

U(z) = Z [aEe_iEt@E(x) + b%eiEtC’CI)*E(x)] (1.12)
E>0
Lako se moze pokazati da ovako definirani operatori polja zadovoljavaju sljedeé¢e antiko-

mutacijske relacije

(1.13)

gdje indeksi a,b = 1,2, 3,4 oznac¢avaju spinorne komponente. Osim toga, vrijedi \if(:r;) #
Ut(z), sto implicira da se cestice i antidestice razlikuju. Diracov hamiltonijan u drugoj

kvantizaciji ima sljedec¢i oblik

Hp = Z E (aEaE + bEbE> (1.14)

E>0
Kakva ¢e biti rjesenja slobodne Diracove jednadzbe ovisi o gamma matricama pa u tom
slucaju mozemo razlikovati Weylovu i Majorana reprezentaciju. To nisu jedine reprezen-
tacije jer postoji velik broj izbora gamma matrica koje zadovoljavaju zadane antikomuta-
cijske relacije. U kontekstu teorije grupa, Diracov spinor nije ireducibilna reprezentacija
(IRREP) Lorentzove grupe, ve¢ se moze reducirati na dvokomponentne objekte koji jesu

IRREPs.
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1.2 Lijevi ili desni ?
1.2.1 Weylova reprezentacija

Weylovu (ili kiralnu) reprezentaciju dobivamo izborom

3 = ¥ = (1.15)

Weylovi fermioni su IRREPs prave Lorentzove grupe koje mozemo koristiti kao gradevne
jedinice za bilo kakvo fermionsko polje [4]. Prema tome, Diracov spinor je kompozicija
dvaju Weylovih spinora

YR

Ui

S
I

(1.16)

Ako spin Cestice "gleda" u smjeru impulsa ¢estice, spinor nazivamo desni, tj. desnog heli-
citeta (engl. right-handed), a ako gleda suprotno zovemo ga lijevi (left-handed). Kiralnost
je malo apsktraktniji pojam, a odredena je nac¢inom na koji se Cestica transformira pod
Poincaréovom grupom, odnosno lijevom ili desnom reprezentacijom Poincaréove grupd’}
Zasto nam je uopcée vazna kiralnost? Ispostavlja se da je svemir "briga" jesu li Cestice
lijeve ili desne kiralnosti, u smislu da samo lijeve Cestice, a desne anticestice sudjeluju
u slabim interakcijama. Za bezmasene Cestice, kiralnost i helicitet su ekvivalentni s ob-
zirom da se Cestica giba brzinom svjetlosti. Bazdarne teorije koje uklju¢uju bezmasena
fermionska polja imaju kiralnu simetriju, tj. rotacijom lijevih i desnih komponenti ne ra-
dimo razliku u fizikalnoj teoriji. U Weylovoj reprezentaciji Diracovu jednadzbu mozemo
napisati kao 2 jednadzbe

(idy —p-0)br —mpthr, =0 (117)

(ide +p-o)r —mpp =0
gdje je mp tzv. Diracova masa. OCcito je kako maseni ¢lan mijesa lijevi i desni Weylov
spinor, no, ako postavimo m — 0, jednadzbe se potpuno razvezuju. Ovo nas vodi na
vazan zakljucak - ako je ¢estica Weylov spinor, ona nuzno mora biti bezmasena! Tada
kazemo da lijevi, odnosno desni kiralni fermion zadrzava svoju kiralnost pod Lorentzovim

transformacijama.

3Detalji se mogu naéi u udzbenicima kvantne teorije polja.
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1.2.2 Majorana reprezentacija

Pitanje koje se namece u rjeSenjima Diracove jednadzbe jest mozemo li dobiti realno
rjeSenje? Ispostavlja se da specificnim izborom gamma matrica mozemo nametnuti uvjet

realnosti polja

b= (1.18)

U tom slucaju, sve gamma matrice moraju biti imaginarne (ﬁ; = —%,), §to je prvi pokazao

E. Majorana 1937. pa navedenu reprezentaciju zovemo Majorana reprezentacija [5].

2 .
’70 B 0 o ”71 B 10 0
a2 0 0 ot
(1.19)
2 . 3
% _ 0 o ?3 _ 10 0
-2 0 0 io®

Veé¢ smo spomenuli problem na koji nailazimo - Majorana reprezentacija nije jedinstvena.
Postoje mnogi izbori Diracovih matrica koje zadovoljavaju ([1.8). U kvantnoj teoriji polja
postoji teorem koji kaze da ako postoje dva izbora gamma matrica koje zadovoljavaju

navedene uvjete, oni ¢e biti povezani unitarnom transformacijom
= UFU" (1.20)

Drugim rijecima, ako je ¥ rjesenje Diracove jednadzbe u Majorana reprezentaciji, rjeSenje

u generickoj reprezentaciji ¢e biti zadano sa
U =Uwv (1.21)

Kako se onda Majorana uvjet realnosti pojavljuje ako odaberemo bilo koju drugu repre-

zentaciju? Iz jednadzbi (1.18)) i (1.21)) dobiva se uvjet
Ut = (Uw) (1.22)

odnosno

o =UUTy" (1.23)



Fundamentalni koncepti

S obzirom da je U unitarna matrica, UU” je takoder unitarno pa je uobi¢ajeno umjesto

U koristiti drugu unitarnu matricu, C', zadanu sa
UUT =5 C (1.24)

Notacija koju uvodimo je sljedeca

U = ~,C0* (1.25)
pa je Majorana fermionsko polje definirano uvjetom

~

b= (1.26)

Diracova jednadzba ima nekoliko simetrija. Ona koja nam je vazna za Majorana fermione
jest U(1) simetrija definirana s ¥(z) — €¥(z), koja osigurava vezanje na EM polje.
Ovo se postize minimalnim vezanjem, p,, — p, —eA,, gdje je A, EM bazdarni potencijal.
U slucaju Majorana Cestica, ako Zelimo da su rjesenja jednadzbe iskljucivo realna, jedini
nac¢in da nabojnom konjugacijom dobijemo isto rjeSenje jest da su Majorana fermioni
elektricki neutralni, odnosno

TY(z) = V() (1.27)

Za E # 0, stacionarna stanja ®(x) i ®°(z) pripadaju razli¢itim svojstvenim vrijednostima
energije, stoga su nuzno ortogonalna. Nasuprot tome, za £ = 0, Majorana uvjet zadan sa
mogu zadovoljiti i stacionarna stanja ®(x) i tada ih zovemo Majorana nul modovi
[6], a upravo njima ¢emo se baviti u sljede¢em poglavlju.

Prelaskom u Majorana bazu, matrica nabojne konjugacije C postaje jedini¢na matrica, a

Diracova jednadzba se razvezuje i postaje Majorana jednadzba

(10, = p- o) Yr — impo™yf = 0

(Z(?t +p- O') QZJL - Z'TTLLO'Z'Lbz =0

(1.28)

Ono $to je drugacije u odnosu na Weylovu jednadzbu jest da maseni ¢lan ne mijesa lijeve i
desne spinore, Sto znaci da je Majorana Cestica masena Cestica i dvije mase ne moraju biti
jednake. U slucaju kada jesu jednake, dobivamo Diracov spinor. Za razliku od Diracove,
Majorana jednadzba nije invarijantna na bazdarne transformacije, $to zna¢i da se ne

vezuje na EM polje, odnosno, Majorane ne mogu nositi naboj.
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Fundamentalni koncepti

U 4-komponentnoj formi, Majorana polje mozemo napisati na sljede¢i nacin

—io2*
U, = vL g = Ve (1.29)
Yr 0%

Odavdje moZemo uociti da je par Majorana polja u kojima je mj = mpg te ¥, = ic*p,
ekvivalentan Diracovu polju. Kvantizacija Majorana polja slijedi direktno iz kvantizacije

Diracovog polja ([1.12)) zahtijevajuéi ap = bg

U(z) = Z [aEe’iEtfl)E(x) + aEeiEtCéE(x)] (1.30)

E>0

Iz ovoga slijedi

A

Vi (2) = Wo(2)

{\ifa(ilf), v, (a:’)} = 00 (iL“ _ :U’) (1.31)

Prva jednadzba govori da se na nivou operatora Majorana Cestica ne razlikuje od svoje
anticestice, a drugi uvjet definira antikomutacijsku algebru. Hamiltonijan Majorana polja
je

My = )| Bagag (1.32)

E>0

Ako usporedimo s Diracovim hamiltonijanom (1.14), Majorana hamiltonijan ima dvos-
truko manje stupnjeva slobode.
Na kraju ovog poglavlja, odgovorit ¢emo na pitanje iz naslova ovog pododjeljka - lijevi ili
desni? U razli¢itim literaturama, Majorana neutrino naziva se ponekad lijevim, a pone-
kad desnim. Sto je totno? Oboje i nijedno. Za masene Cestice, helicitet moze promijeniti
vrijednost, tj. desni moze prijeéi u lijevi ako se prebacimo u sustav koji se giba brze od
Cestice ¢iji helicitet promatramo. Drugim rijec¢ima, helicitet nije Lorentz-invarijantan u
sluaju masene Cestice (invarijantan je na rotacije, ali ne i na boost-ove). Kiralnost, s
druge strane, jest Lorentz invarijantna, ali nije o¢uvana. Odgovor na pitanje nema smisla
jer samo pitanje nema smisla. Ako su neutrini zaista Majorana fermioni, koliko god da
su njihove mase male, niti jedno od ovih svojstava nije prikladno za njihov opis - masivni
fermioni ne posjeduju kiralnu simetriju u Lagrangianu, preciznije, maseni ¢lan razbija

simetriju.

11
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2 Mikroskopski opis supravodljivosti

Supravodljivost je eksperimentalno otkrivena 1911. od strane nizozemskog fizicara Heikea
Kamerlingh-Onnesa, pionira fizike na niskim temperaturama. Proucavajuéi svojstva zive,
otkrio je da pri temperaturi od oko 4.2K otpornost Zzive pada na nulu. Proslo je skoro
40 godina do prve uspjesne teorije supravodljivosti [7], koja je razvijena koriste¢i principe
kvantne mehanike i pukom fizikalnom intuicijom autora. Unato¢ savrSenom slaganju
s ekperimentalnim opazanjima, fenomenoloska makroskopska Ginzburg-Landau teorija
nije mogla objasniti temelje supravodljivosti. Prvu konzistentnu mikroskopsku teoriju,
objavljenu 1957. [8, 0], napisali su Bardeen, Cooper i Schrieffer (tzv. BCS teorija), koja
im je 1972. donijela Nobelovu nagradu. S obzirom da je cilj ovog rada pokazati na
koji se na¢in Majorana fermioni’] pojavljuju u teoriji supravodljivosti, nuzno je razumjeti
temeljnu teoriju. U nastavku konstruiramo BCS teoriju u formalizmu druge kvantizacije,
tretirajuéi supravodljivo stanje kao osnovno stanje interagirajuceg elektronskog plina. U
ovom neobi¢nom kvantnom stanju, elektroni formiraju vezana stanja (tzv. Cooperove
parove [11]) koja dramati¢no mijenjaju makroskopska svojstva sustava - vode na pojavu

savrsene supravodljivosti i dijamagnetizmaﬂ

2.1 Cooperovi parovi

Kao 8to je ve¢ spomenuto, nosivi stup BCS teorije jest formacija Cooperovih parova -
tendencija da se svi Cooperovi parovi kondenziraju u isto osnovno stanje zasluzna je za
svojstva supravodljivosti. U konvencionalnim supravodi¢ima formiranje parova dolazi od
privlacne elektron-elektron interakcije ¢iji je medijator fonon. Fonon predstavlja kvant
distorzije kristalne resetke. Iako se radi o kvantnom efektu, simplificirana klasi¢na slika
pruza dostatan opis za potrebe ovog rada. Cooper je u svom originalnom radu [I1] razma-
trao formaciju jednog izoliranog Cooperovog para, no potrebno je razmotriti i realisti¢nije
stanje sustava razmatranjem mnostva parova, kao §to je to u potpunoj BCS teoriji.

Kako se elektroni u metalima vodi¢ima ponasaju kao slobodne cestice, slikovito receno,
prilikom njihova prolaska u blizini iona kristalne resetke dolazi do distorzije pri ¢emu

se pozitivni ioni primaknu elektronu i time povecavaju gusto¢u pozitivnog naboja u toj

4Toénije bi bilo reéi Majorana modovi jer se radi o emergentnim kvaziesticama, o emu ée vise biti
rije¢ kasnije u radu.
®Za detaljni opis vidi Meissnerov efekt. [10].
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Mikroskopski opis supravodljivosti

tocki prostora (slika [2.1]). Kako se sad stvorio visak pozitivnog naboja, to privlac¢i drugi,
prostorno bliski elektron, pri ¢emu dva elektrona - onaj koji je stvorio visak naboja i onaj

kojeg je taj visak privukao - postaju vezano stanje, odnosno Cooperov par.

@9 £ B 9

@ o
| __O,.———HO———_,O

Slika 2.1: Formiranje Cooperovog para

Ovo pomalo heuristicko objasnjenje nije potpuno ispravno, prvenstveno iz razloga sto
implicira lokalnu interakciju. Kvantno-mehanicki, privla¢na interakcija putem fonona je
dalekog dosega, Stovise, par moze biti u vezanom stanju na udaljenostima od nekoliko sto-
tina nanometara. Cooper je pokazao da zbog Fermi-Diracove statistike elektrona vezano
stanje ima nizu energiju od Fermijeve energije konkretnog materijala. Energija vezanja je
reda veli¢ine 1073V pa termalna energija lako razbija parove, zbog ¢ega supravodljivost
nastupa na niskim temperaturama. Ova se ¢injenica lako vidi promatraju¢i Schrodinge-
rovu jednadzbu za dva elektrona u privlaénom potencijalu V (7), pri ¢emu (uglavnom)

pratimo [12]:

h2v2 h2v2
2m 2m

+ V(I’l —I'Q)] \I/(I'l,rg) = FEV (I'l,rg) (21)

Uz uobic¢ajenu promjenu varijabli R = %(rl + 1), r =r; —ry, Schrodingerova jednadzba
postaje

U(r,R) = E¥(r,R) (2.2)

2\72 2\72
[_h Vi BV v

2m* 20

gdje je m* = 2m ukupna, a p = m/2 reducirana masa. Kako je potencijal neovisan o

poziciji centra mase R, rjesenja ¢e biti oblika:

U(r,R) = ¢(r)e®R (2.3)
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pa (1.2) postaje

h*Vv? ~
V) [0 = Bl (2.4
gdje je K impuls u centru mase, a E = E — giff: svojstvena vrijednost energije koja

poprima minimum onda kada impuls u centru mase is¢ezava K = 0 — p; = —p2. Ovisno
o simetriji prostornog dijela valne funkcije, elektroni ¢e formirati singlet ili triplet. Fouri-

erovim transformatom valne funkcije, odnosno Schrodingerove jednadzbe, dobivamo:

wlk) = [ & i) e

B2 k>
21

(k) + Jd%V(r)z/J(r)e_ik'r = Ey(k)

Zamjenom varijabli q = k — k’ dobivamo

J(Z%V(Q) Jd?’r Y(r)e kT — (E - h2k2> Y(k),

| S50 (1) = (8- 220 01k

gdje je ek slobodna energija elektrona. Energija vezanog stanja manja je od ukupne
slobodne energije dvaju elektrona F < 2e. Ako definiramo novu valnu funkciju, Scrodin-
gerova jednadzba postaje

A(k) = (F — 2ey) (k) (2.5)
pa je

A = [ sV (=)0 ()

Ako fiksiramo privla¢ni potencijal na sljede¢i nacin

, _%7 zZa €y, €k < h/WD
Vik k) = (2.6)

0, inace.

gdje je wp Debyeva frekvencijaﬂ tada rjesenje

Ax = A

6 Cut-off na Debyevoj frekvenciji dogada se onda kada valna duljina fonona dosegne vrijednost duljine
¢éelije u reSetci.
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implicira da je valna funkcija parna pa spinovi moraju biti antiparalelni (singlet). Ono
Sto je zasigurno zapanjujucée svojstvo Cooperovih parova jest simetricnost valne funkcije
sto dovodi do moguénosti da se vise parova moze nalaziti u istom kvantnom stanju, u

kontrastu sa slobodnim elektronima. Supravodljivost je posljedica upravo ovog svojstva.

2.2 BCS teorija supravodljivosti

Sada mozemo rekonstruirati teoriju mnostva Cooperovih parova. U stvarnim sustavima
mnostva Cestica, privlacni potencijal osje¢aju samo oni elektroni koji su blizu Fermijevoj
povrsini. Proizvoljno mali privlacni potencijal vodi na nestabilnost normalnog stanja,
tj. Fermijevog mora. Nestabilnost dolazi od rasprienja u jednocesti¢nim stanima |k, 1)
i |—k, |) koji su medusobno povezani T simetrijom. BCS osnovno stanje na 7' = 0K se
sastoji od dvije klase elektrona: onih duboko u Fermijevom moru i onih blizu Fermijeve

povrsine koji ¢ine "zaledenu koru" na povrsini Fermijeva mora |?].

Kre¢emo od efektivnog hamiltonijana koji ¢e biti izgraden od bilineranih ¢lanova za kine-

ticki ¢lan i kvartickih ¢lanova u interakciji:

1
'
H = % €kl Chcr + N ; ka’CLTkalC—k’le/T (2.7)

gdje ch stvara elektron impulsa k i spina o. Operatori c i ¢ zadovoljavaju fermionske

antikomutacijske relacije

{cj,c}} = {ci,¢j} =0, {cj,cj} = 0; (2.8)

Kemijski potencijal je ukljuen u jednadzbu definicijom & = ex — p. Drugi ¢lan pred-
stavlja stvaranje i poniStenje parova sa suprotnim impulsima i spinovima. Klju¢an korak
je dekomporzicija kvartickog ¢lana koristeé¢i aproksimaciju srednjeg polja (engl. mean-
field approzimation), koju koristimo u slu¢ajevima kada sustav ima veliki broj stupnjeva
slobode. Tada ponasSanje stohastickog modela mozemo aproksimirati usrednjavanjem po
stupnjevima slobode, a u sluc¢aju teorije polja, aproksimacija nam dopusta da hamiltonijan

napiSemo u terminima fluktuacija oko srednje vrijednosti polja.

AB = (A)B + A(B) — (AXB) (2.9)
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Pokazuje se da je optimalan izbor A = CLTCT—kw B = c_yp e ¢ime dobivamo mean-field

BCS hamiltonijan

Hpes = Yo EkCleoChr + 3 Dnae Viaw (<CL¢CT_1<¢> coreyair + lgcly (eawgar) — <CLTCT_1<¢> <Ck'lck’T>>

Definiramo funkciju energijskog procijepa (engl. gap function)

1
Ay = _N Z Vi <C—k/,lck’T>
k/

(2.10)
AF o 1 to
k = —NZka/ Ck/TC—k/vi
kl
Tek ¢ée kasnije postati jasno zasto A nazivamo funkcijom procijepa.
Nakon dekompozicije kvartickog ¢lana, BCS hamiltonijan postaje
Hycg = ngchcka — Z AiiC,kinkT — Z AkCI{TCT—k,l + konst. (211)
ko k Kk

Konstanta nam trenutno nije bitna stoga ¢emo je u nastavku ispustiti iz racuna. Hpcg
sadrzi ¢lanove oblika cc i cfcf, koji ne ¢uvaju broj ¢estica (tj. od njih ne mozemo konstru-
irati operator broja Cestica). pa o¢ekujemo da svojstvena stanja nemaju dobro definiran
broj cestica. Iduci korak je dijagonalizacija hamiltonijana koriste¢i tzv. Bogolyubovu
(Bogolyubov-Valatin) transformaciju tako da uvodimo nove fermionske operatore koji su

linearna kombinacija operatora stvaranja i spustanja

%

0% _ U, —UVk Ckt (2 12)

VT_k,l % Uk CT_k7¢

%

Bogolyubova transformacija je izomorfizam algebre kanonskih komutacijskih (ili antiko-
mutacijskih) relacija $to pruza ekvivalenciju reprezentacija [I3], odnosno novi operatori

zadovoljavaju iste komutacijske relacije
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{Vk% %T(T} =7kT711T + %T{ﬂkT
—ufurcnel . — uto _ f Ty * f
Ui UkCk1Cpp — UV Ck1C—k,| — UkUKC ¢ | Cyp T VkUC i | C—k,|
+ Uk“ltCLTCkT — ukvkclT{TcT_k’l — VUyC_k, | Cky + vl";vkc,k’icT_kyl

= u[? {Ckm CLT} —Uiv { ekt coky | v {cT—k,l’ CLT} + ok {CT—k,w C—k,l}
—_—

y__.\r___J
=0 =0 -1

—1
= |use]® + || 1
(2.13)
Invertiranjem dobivamo
Cry = Uk + oYy

f

(2.14)
C k= UkViki — VYt

i vracamo u BCS hamiltonijan

Hpcs = 2 {ffk (UT:%ZT + Ult%k,¢> (uk'YkT + Ukﬂk@) + &k <_U1>:'YkT + Ubik,o <_Uk71tT + uw_k,¢>
k

—Ag <—Uk%1¢ + uk’Y—k,l) <Uk'YkT + Uk’ﬂ—k,i) — Ak (UTZ%T(T + Uﬁ%k,o <—Uf§7kT + Ul’iﬂk@) }

2 2 * % T
Hpcs = Z { <fk luk|” — &k [vk|” + Agvkuk + Akukvk) Vier Ykt
K

2 2
+ <—£k lok|” + & Juk|” + Ajpugvy + Aw{iui) fyT_k?l”y,k’l

2
+ (&cuivic + Getivie + AU — A (ug) M,

~—
=2&ufo

2
+(§kvf;uk + fkvl’iulﬁ —Afug + Ak (U5) )Yk Vet ¢ + konst.
—251:)f§uk

gdje smo za dobiti drugu jednakost koristili antikomutacijske relacije.
Da bismo dijagonalizirali hamiltonijan potrebno je izabrati koeficijente takve da se rijesimo

nezeljenih ¢lanova vy i 441

26cuive + Afvd — Ay (uf)? = 0 (2.15)
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Rjesavanjem ove kvadratne jednadzbe dobivamo

e _ 4V Gt 1~ & (2.16)

* *
Uy Af

Zbog kombinacije koeficijenata uz vy i 777" dopusteno je uvesti faze:

Ak = |Ak| €i¢k
U = |uy| ex (2.17)
vk = |vk| e

Uvrstavajuéi u [2.15] dobivamo
26 [use| [onc| € 1 Ay (|vk’2 1200 |y | ei((z’k*Qak)) —0

Ne gubimo na opéenitosti ako fazu jednog od koeficijenata namjestimo na nulu, ¢ime

dobivamo da faza drugog koeficijenta i funkcije procijepa mora biti jednaka:

Qg = 0
(2.18)
P = ¢k
(2.16)) sada postaje
Vk _ \/ 512{ + ’Ak‘Q _gk
we Aj

Zadrzat ¢emo se na pozitivnom rjeSenju kako bi osigurali da energija BCS stanja ima

minimum, a ne maksimum. Koristeéi normalizacijski uvjet (2.13]) kona¢no dolazimo do

2_ 1 &i
114 &
= (1+ ) -
2 1
L] Uvic ey

Dobivene koeficijente uvrstavamo u nas Hpcg (ignorirajuéi konstantan ¢lan koji dolazi

od antikomutacijskih relacija) i dobivamo sljedece

18



Mikroskopski opis supravodljivosti

hos = 2 6 (ff = 1) + At + Aguon| (hyng +71a0a)

k
2
D AE + A <%1Wk¢ + VT_kﬂ—m)
k
Uz pretpostavku T simetrije, |[A_x| = |Akl|, {_x = &, efektivni hamiltonijan glasi

Hpcs = ) Bty + Eo (2.20)
ko

gdje je Ey energija osnovnog stanja, a By = 4/&2 + \Ak\z. Ovdje bi se bilo dobro zaustaviti
i prisjetiti se hamiltonijana Majorana polja Sto ve¢ sugerira mogucu povezanost. O
ovome ¢emo nesto kasnije raspravljati.

Sada postaje jasnije zasto se Ay naziva funkcijom procijepa (engl. gap function) - cak i
na Fermijevom nivou, & = 0, spektar supravodi¢a ima energijski procijep veli¢ine |Ay].

Moramo uloziti minimalno 2|Ay| energije da pobudimo kvazi¢estice opisane operatorima

t
Tkt = UkCkt — UkC_
< (2.21)

Tk, = ultCT—ki + Vit

Treba spomenuti kako se funkcija procijepa u teoriji supravodljivosti ¢esto naziva parame-
trom reda (engl. order parameter). Parametar uredenja razlikuje razlicite faze (uredenja)
sustava. Ocito je kako se u BCS teoriji interpretira kao energija vezanja Cooperovog para,
odnosno minimalna energija pobudenja sustava. O razli¢itim fazama u supravodi¢ima ¢e

biti rije¢ kasnije.
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2.2.1 BCS osnovno stanje

Prije nego promotrimo BCS osnovno stanje, promotrit ¢emo tzv. normalno stanje za koje
Ak i 0

0 za§k<0 1 zafk<0

u|* = ;o = (2.22)

1 zaé& >0 0 za& >0
Zakljucujemo da u normalnom stanju pobudenje Bogolyubove kvazicestice odgovara stva-
ranju elektrona za energije iznad Fermijevog nivoa, odnosno stvaranju supljine suprotnog
impulsa i spina za energije ispod Fermijeve. U supravodljivom stanju Bogolyubova kva-
ziCestica postaje superpozicija elektrona i Supljine.
Sljedeca slika prikazuje kako supravodljivost mijenja energetski spektar otvaranjem pro-

cijepa

0 3 k

Slika 2.2: Energijski spektar normalnog (crtkano) i supravodljivog stanja

BCS valna funkcija osnovnog stanja odgovara vakuumu Bogolyubovih kvazicestica:

Yo [¥Bes) = 0 (2.23)

U terminima originalnog vakuuma elektrona, uzimajuéi samo jednu spinsku komponentu

(8to se pokazuje dovoljno jer uvjet za drugu komponentu daje isti rezultat),

ukcxt sy = vie! 4| [Pres) (2.24)
Valna funkcija ¢e biti proizvoljna kombinacija Cooperovih parova

Wpes) = N | [ erecartal® (2.25)
q
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gdje je N normalizacijska konstanta, a p funkcija koju tek treba odrediti.
Promatramo sto se dogada kada cy; djeluje na ovo stanje. Jedini ¢lan u produktu koji ne

(anti)komutira s operatorom jest onaj za koji je q = k. Upravo ¢emo taj ¢lan i promotriti

e} 0”
Crep €7<R1 70 = ] 0) = D C“;,k 10) (2.26)

n=1

pri ¢emu smo uveli pokratu 6y = pkclT(TcT_k |- Komutacijska relacija glasi

[cxt, ] = pc (CkTCLTCT—kL - CLTCT—lekT)

= Pk {CkTv CI{T} Ciki (227)
= kaT—kl
Slijedi
crrbh|0) = PkCT—ki 10)
CkTQIQ( |0> = ([ckTHka] + ekaT9k> ‘0>
= Gk ([Cthgk] + CkT0k> ‘0>
= 20prcty, 10)
Opcenito
cxrb]0) = nby prct 10 (2.28)
Qn—l
CkTekakT 7kl ’O> Pk Z —1)' _kl|0> (229)

Kako vrijedi
Dolazimo do rezultata

[o0] 9”

Ckt (e"’kckr 7k¢|0>> = pkc Kl Z ]0} Pkc_m (ekakTC k¢]0>> (2.30)
Uvrstavajuéi ovo u ([2.24) dobivamo
ukckt [UBes) = ukprc o [VBes) = vie’ | [Pres) (2.31)
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Sto implicira
Uk

— 2.32
P = (2.32)
Sada mozemo napisati valnu funkciju BCS osnovnog stanja
UkaT CT
[Uposy = N | Jem™x0) (2.33)
Kk

Prilikom razvoja u red, zbog Paulijevog principa imamo (CLTCT_kl) =0,zan >1paje

konac¢no

[Tpesy =N | (1 + %CLTCTM> 0) (2.34)
k

Za normalizacijski faktor ' = [ [, ux normalizacija valne funkcije glasi
1 =(Upcs | Upes)

(2.35)
= <O H (Ult + Ultc—klckT) H <Uk/ + Uk'CL’TCTfk’l) 0>

Kk K/
Zbog fermionskih antikomutacijskih relacija prezivljavaju samo oni ¢lanovi za koje je

k=Kk
1:<O O>

Drugi i trec¢i ¢lan is¢ezavaju jer stvaraju/ponisStavaju par, a posljednji ¢lan ¢uva broj

2 2
lure|” + ufvck el + wvie i aa + o] el el
™=kl Tkl
K

parova pa slijedi

(Upcs | Upes) = H (!uk\Q + ]vk\2> =1
K

(2.36)
un* + [ox]* = 1
Dakle, mozemo zakljuciti da je osnovno stanje oblika
‘\IJBCS> = 1_[ <uk + UkCLTCT_kl> ’O> (237)
Kk
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2.2.2 Funkcija energijskog procijepa

Veé smo u proslom dijelu utvrdili da supravodljivo stanje otvara energijski procijep. Sada
bi bilo zgodno vidjeti kako je temperatura povezana s otvaranjem procijepa. Prvo, ono sto
primje¢ujemo u jednadzbi (2.10]) jest da je funkcija procijepa proporcionalna o¢ekivanoj
vrijednosti produkta operatora stvaranja, odnosno ponistenja. Clanovi koji sadrze razlicit
broj operatora stvaranja i poniStenja imat ¢e neis¢ezavajuc¢u ocekivanu vrijednost. Na

primjer,

<CLTCT_1<¢>B o = (Wecs| el i) [Wnos)

= <0| H (u;:/ + vl’i/c_k/lck/T) CI(TCT—kL H <uk// + Uk”CL/’TCTk”l> ’0>
k/ k//

Prvo razdvajamo slucaj kada je k' = k. Kako vrijedi (0 c;- = 0 te ¢; |[0) = 0, koristeci
pravila normalnog uredenja ( Wickovo uredenje) za produkt fermionskih operatora ¢ime

dobivamo

<CLTCT_kl>BCS = <0| /Ultc—leT—ki H (Uii/ + U;i/C_k/le/T) H (uk// + vk”CL//TcT—k”l) |0>
k/;ék k//

Primjenjujemo antikomutacijske relacije na ¢lan ispred produkta

<CLTCT_kl >BCS - <0| Ult n (ult’ + /U;:'C—k’,ick’T> H <Uk// + Uk//CTk//TCJLk//7i> |0>

k/#k k"

Rastavljanjem produkta za k = k” dobivamo

<CLTCJLH>BCS = (0] vy (uk + UkcLTcikJ) H (ugy + viyc—x Crrt) H (uku + vkncL/TcT_k//l> [0
Kk K"k

U produktu ¢e prezivjeti samo oni za koje je k' = k”

<CIT‘TCT_I‘¢>BCS = 0| vy (uk + UkCLTCT_k,O H (ugy + vic i cit) (uk/ + Uk'CL’TC]Lk’i> |0)
K/ #k
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Konac¢no dolazimo do

(lel” + o) 10)

<CLTCT*M>BCS = (0] vy (uk + vkcLTcik,l) kl;[k \ )
™ (2.38)

tot > — o
ING = U u
< k1"—ki /pog — kK
Jos uvijek nismo konzistetno odredili jednadzbu funkcije procijepa. Da bismo to uradili

uvrstavamo Bogolyubovu transformaciju (2.21)) u (2.10)):
1
Ak = —N 2 ka/ <<U1t/7_k/l — Uk’71T<'T> (uii/’ym + Uk’}/T_k/l)>
K (2.39)

1 x
st (i) )

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je ocekivana vrijednost vy i v'y! jednaka nuli

Bogolyubove kvazicestice imaju energiju Fy i slijede Fermi-Diracovu statistiku pa mozemo

! (2.40)

pisati
<7k/¢7k/T> <’V—k'ﬂ k’l> BB +1

iz Cega proizlazi

eﬁEk/ -1 Ek’
<7—k’¢7_k/l> <7k/T7k/T> eﬁEk’ n 1 eﬁEk’ i 1 = tanh < ) (241)

1- <’y*k’l7*k/¢>

Takoder, mozemo odrediti umnozak koeficijenata uj, v u izrazu ([2.39)
2 0 Bi (2.42)

Uk’ 2 /é—l%/ + ‘Ak/|2

Konac¢no dolazimo do jednadzbe procijepa na proizvoljnoj temperaturi

ka’Ak/ Ey
- 2.4
Z 2B (QkBT) (243)

Ako fiksiramo potencijal ($to automatski fiksira A), kao $to smo to napravili u (£2.6)),

ult/'Uk’ = |Uk|

slijed{]
Ao = 2hwpe” Torr (2.44)

"Za izradun vidi [14], str. 90-91.
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gdje je prp gustoca fermionskih stanja na Fermijevom nivou. Odavde ponovno vidimo
kako proizvoljno mala pozitivna interakcija doprinosi otvaranju energijskog procijepa na
apsolutnoj nuli §to ukazuje na nestabilnost Fermijevog mora prema formiranju BCS su-

pravodljivog stanja.
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3 Majorana fermioni u fizici kondezirane tvari

U ovom dijelu rada, koriste¢i matri¢ni formalizam, ¢emo pokazati kako nas Bogolyubove
kvazicestice vode na Majorana fermione. Prije svega, potrebno se vratiti na definiciju Bo-
golyubove transformacije . U supravodljivom stanju (0 < |u|* < 110 < |uy|* < 1),
elektron "postaje" Supljina formiranjem Cooperovog para, Sto dovodi do toga da se fer-
mionska pobudenja u supravodljivom stanju mogu prirodno napisati kao superpozicija
elektrona i Supljine. Ako pogledamo (2.19) u supravodljivom stanju i postavimo se na

Fermijevu plohu (£ = 0) te odaberemo samo jednu komponentu spina, npr. 1

1 1 .
Tkt = 50kt — _ewkcik,l (3.1)

V2 V2

primje¢ujemo da elektron i Supljina doprinose kvazicestici jednakim amplitudama, Sto
znaci da kvazicestica mora biti elektricki neutralna.
Sljedeci korak prema Majoranama je zapisati genericki BCS hamiltonijan (2.11]) u prostoru

polozaja
H= Jddr Z Hg’g/(r)ci,rcgfr + <A(r)c1rcir + h.c.) + konst. (3.2)

gdje ¢! stvara elektron spina o na polozaju r, ¢, stvara Supljinu spina o’, a
Hg?' (r) = (—=(A*V?/2m*) — i) 6,0 H.c. oznacava hermitski konjugat. Hamiltonijan se

moze zapisati u matri¢noj formi uvodeéi tzv. Nambu spinore

i
) c .
7 R " (3.3)
cl, QoY
i

Izraz (3.2)) zapisujemo u tzv. Bogolyubov-de Gennes (BdG) formalizmu

M= % J et () H s () B (r) (3.4)
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gdje je

Hy(r) Alr)

HBdg(I') = (35)

A*(r) —oYHi(r)oY
U posljednjem izrazu Hy i A su 2 x 2 matrice u spinskom prostoru, a o = (0,,0y,0;)
su Paulijeve matrice. Ovdje bi bilo zgodno uvesti jos jedan set matrica ekvivalentnih
Paulijevim, 7 = (7, 7, 72), koje djeluju u Nambu prostoruﬂ.
Izraz —oVH{(r)oY je vremenski inverz od Hy koji se javlja jer su Supljine zapravo vre-
menski inverz elektrona.

Problemi specificirani s (3.4]) i (3.5)) rjesavaju se traZenjem svojstvenih vrijednosti BAG

hamiltonijana te svojstvenih funkcija

T
©i(r) = [nt (r), tny (1), Ut (1), vy (1)] (3.6)

koje zadovoljavaju stacionarnu BdG jednadzbu
HBdg(I')(I)n<I') = Enq)n<l') (37)

U bazi razapetoj ovim svojstvenim funkcijama, hamiltonijan (3.4]) je dijagonalan i ima
sljedeéi oblik
1
- _ f
H= 5 En E. v v + Eo (3.8)

gdje su operatori kvazicestica zadani s

(3.9)
= Jddr [u:;T(r)cr,T +uy,  (T)ery — v;‘;T(r)cLl + v;’l(r)cI,T]

U 1' faktor % dodan je zbog toga Sto smo eksplicitno ukljucili Supljine kroz udvos-
truc¢enje matrice hamiltonijana, ¢ime smo udvostrucili stupnjeve slobode sustava. Ovo
nas navodi na zaklju¢ak da mora postojati simetrija svojstvenih stanja koja fiksira broj

neovisnih rjesenja. O¢cito se radi o simetriji elektrona i Supljina

PHpae(r)PT = —Hpya(r), P =CK (3.10)

8Prostor elektrona i Supljina.
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pri ¢emu je C = 7Y0Y nabojna, a K kompleksna konjugacija.
Navedeno svojstvo simetrije znac¢i da za svako rjeSenje ®,(r), s pozitivnom energijom F,,,

postoji rjeSenje ®,,(r) s energijom E,, = —F,, takvo da je
D, (r) = PP,(r) (3.11)

ili, ekvivalentno

=4 (3.12)

Drugim rijecima, stvaranje Bogolyubove kvaziCestice s energijom E je ekvivalentno ukla-

njanju Cestice s -E.

Veza izmedu BdG i Majorana teorije direktno se oc¢ituje u strukturi Nambu spinora defi-
niranoj u (3.3)). Zbog elektron-supljina simetrije, Nambu spinor ispunjava Majorana uvjet

realnosti
U(r) = PU¥(r) = C¥*(r) (3.13)

Zapravo, ¢etverokomponentni Nambu spinor nije nista drugo nego operatorska ina-
¢ica Majorana polja , Sto se ocituje u povezanosti gornjih i donjih komponenata
spinora.

Za razliku od Diracove jednadzbe, gdje smo imali izbor izmedu Diracovog i Majorana
rjeSenja, teorija supravodljivosti zahtijeva opis u terminima Majorana cCestica. Osim na-
vedenog, kao $to smo veé¢ spominjali u opisu BCS teorije, struktura hamiltonijana

jednaka je strukturi hamiltonijana Majorana polja.
Mozemo zakljuciti da kvazicestice u Bogolyubov-de Gennes teoriji posjeduju sva kljucna

svojstva Majorana Cestica - elektricki su neutralni fermioni medu kojima ne mozemo raz-

likovati Cestice od anticestica. Energijski procijep A igra ulogu Majorana mase [16].
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3.1 Majorana nul modovi

Gledajuci jednadzbu (3.7)) moZzemo se zapitati postoje li rjeSenja takva da je
v=9"— E,=0

Ovo zahtijeva da (najmanje) sljede¢a dva uvjeta budu ispunjena:

1) ista spinska struktura u(r) i v(r) u (3.7), $to znadi ili spin nula ili spinski triplet, a ne
singlet kao $to smo imali u originalnoj BCS teoriji

2) vrijedi u(r) = v*(r)

Razlog fokusiranja na Majorana nul modove (dalje u tekstu MZM, Majorana zero mode)
jest Sto na taj nacin izbjegavamo vremensku ovisnost. MZM ¢ine specijalan slu¢aj Majo-
rana fermiona koji su obi¢no lokalizirani u blizini defekta u supravodic¢u, poput kvantnih
vrtloga] ili domenskih zidova®} Ovome ¢emo se vise posvetiti kasnije u konkretnim pri-
mjerima supravodic¢a. Kao Sto je ve¢ spomenuto, stacionarno rjesenje BdG jednadzbe je
nuzno rjeSenje na energiji nula

Hpae(r)®o(r) = 0 (3.14)

gdje spinor ®(r) zadovoljava uvjet @y(r) = PPy(r):

U4 (r) 0 0 0 —1 ug (1) —vg (1)
U, (r) _ 0 01 0 ug | (r) _ vg 4 (1) (3.15)
Vo4 (r) 0 10 O g4 (1) ug ((r)
o, (1) -1 00 O vg (1) —ug4(r)
Sto implicira da je generalni oblik Majorana spinora
Uot —vg,
S I (3.16)
Vot ug,
V| —Ugy

9Kvantizirani cirkularni tok neke fizikalne veli¢ine. U veéini slucajeva, kvantni vrtlozi su tip topoloskog
defekta u superfluidima i supravodi¢ima.

0Pojavljuju se onda kada dvije pridruZene prostorne strukture nisu u fazi, na na¢in da ne moZemo
glatko prijedi iz jedne u drugu.
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gdje smo zbog jednostavnosti izostavili ovisnost o polozaju.

Uvrstavajuéi u izraz za kvaziesti¢ni operator (3.9)) dobivamo

Yy = z'fddr [U&T(r)cm +ug (r)er,y — 1/J()7¢(I“)CI7i - uw(r)c;?] (3.17)

gdje je faktor i dodan zbog prakti¢nosti. O¢ito je da je ovako definiran operator hermitski.
Iz ovoga zakljucujemo sljedece: ako je |0) osnovno stanje, takoder je i Yo |0) - osnovno
stanje je degenerirano. No, kako ne mozemo formirati operator broja cestica od MZM-ova,
Sto je posljedica relacije
ﬁ(wo = &0&0 =1 (uvijek)

slijedi da je nemoguce konstruirati osnovno stanje od Majorana nul modova. Konkretno,
ako se prisjetimo izraza , degeneracija jednog MZM-a iznosi /2. Treba primjetiti
da smo krenuli od pretpostavke da MZM zaista postoje, Sto je zapravo vrlo specifi¢na
situacija. Simetrija koju smo koristili, ¢,, = P®,, sa F, = —FE, = 0, zapravo nije ge-
neralna simetrija BAG hamiltonijana, ve¢ je to ®,, = P®, sa F,, = —FE,. Ako jedan
od ovih MZM-a postoji, simetrija zahtijeva da se pojavi i drugi mod na energiji —F, sto
narusava unitarnost. Navedeni razlozi impliciraju da su MZM-ovi, ako postoje u sustavu,
topoloski zasti¢eni energijskim procijepom koji ih odvaja od svih ostalih stanja. Topo-
loska zasSti¢enost dolazi od ¢injenice da MZM-ovi ne mogu poprimiti vrijednost energije
E # 0 bilo kakvom glatkom deformacijom hamiltonijana (koja ne zatvara energijski pro-
cijep). No, ako se procijep i zatvori, niSta ne sprije¢ava sustav da ponovno otvori procijep
kroz standardna BdG pobudenja. Otvaranje/zatvaranje energijskog procijepa je primjer
topoloskog prijelaza - prijelaza koji razdvaja dvije faze karakterizirane topoloskom inva-
rijantom ] koja, u ovom slu¢aju na neki na¢in broji MZM-ove.

Supravodice s navedenim svojstvima zovemo topoloskim i ispostavlja se da su vrlo rijetki
u prirodi. Nadalje, jedan nespareni MZM moze postojati isklju¢ivo u beskona¢nim sus-
tavima. U kona¢nim, MZM-ovi se uvijek pojavljuju u parovima, no ako se oni prostorno
razdvoje tako da se individualne valne funkcije ne preklapaju, lokalno postoji jedan MZM.
Ako ovakvim sustavima moZemo manipulirati, superpozicijom dvaju MZM-ova mozemo

stvoriti fermionsku kvazi¢esticu a' = %T + i’y; energije 0. Ovakav fermion je delokaliziran

HSvojstvo prostora koje je otuvano pod homeomorfizmom-kontinuiranim, invertibilnim prijelazom
medu topoloskim prostorima. Drugaéije re¢eno, prostor X je topoloski invarijantan ako svi prostori
homeomorfni prostoru X imaju ista svojstva.
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na proizvoljno velikoj udaljenosti unutar supravodi¢a. Upravo ¢emo ovakav primjer u
nastavku opisati. Prije toga treba spomenuti jos jedno bitno svojstvo spomenutih sustava
koje nema analogiju u ¢esti¢noj fizici. Ako postoji na¢in za manipulaciju MZM-ova, nji-
hova izmjena mora biti prikazana unitarnom matricom. Ako u sustavu postoji veéi broj
nul modova? tada ¢e uzastopna promjena biti prikazana produktom unitarnih matrica
Sto nije komutativna operacija - izmjena modova vodi na neabelovu statistiku i ispravno
ih je tretirati kao neabelove anione. Danas se intezivno radi na fizikalnoj realizaciji opisa-
nih sustava zbog moguce primjene ne-Abelove statistike u kvantnim rac¢unalima, o ¢emu

¢emo raspravljati u posljednjem poglavlju ovog rada.

Naravno, sve do sada receno odnosi se na idealne fizikalne sustave. U realnim sustavima,
ako imamo sre¢e, mogu postojati kvazicesti¢ni operatori koji zadovoljavaju antikomuta-

cijske relacije (2.15)) te
|r

[H,v] ~e < (3.18)

gdje je C korelacijska duljina vezana uz hamiltonijan H, a r je spomenuta udaljenost na
koju mozemo razdvojiti MZM-ove. U supravodljivim sustavima &£ ¢e biti duljina koheren-
cije. Da bi postigli idealne uvjete [H,7;] = 0 razmak r mora biti puno veéi od duljine

koherencije.

12N operatora vodi na degeneraciju osnovnog stanja 2.
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3.2 Jednodimenzionalni model - Kitaev lanac

Najjednostavniji primjer u kojem se pojavljuju nespareni Majorana nul modovi je tzv.
Kitaev lanac - lanac spinless fermiona [I7]. Ova recenica je kontraintuitivna - koristimo
rije¢ fermion, koja oznacCava Cestice polucjelobrojnog spina, a promatramo sustav koji
nema spin. Zapravo se radi o tome da se zanimljivim manipulacijama sustava, koje ¢emo
komentirati kasnije, fermioni mogu polarizirati tako da im se "zamrzne" jedna spinska
komponenta pa ih tretiramo kao da nemaju spin. Supravodi¢i s tim svojstvom nazivaju
se p-wave supravodici. Iako maksimalno simplificiran, ovaj toy model ¢ini temelje za sve

ostale sustave stoga ga je potrebno detaljno razumjeti.

Kitaev lanac sastoji se od N » 1 celija, a opisan je sljede¢im minimalnim hamiltoni-

janom
N-1

N
H=—pu Z(cjcl) - Z [tczciﬂ + |Ale*cicip + h.c.] (3.19)
i=1

im
gdje operatori ¢; opisuju fermione bez spina u i-toj ¢eliji koji mogu "skakati" izmedu N
¢elija. p je kemijski potencijal, ¢ > 0 je amplituda skoka medu susjednim ¢elijama, A je
amplituda stvaranja parova p-tipa, a ¢ je odgovarajuc¢a supravodljiva faza, koju privre-
meno mozemo namjestiti na nulu, bez gubitka na opcenitosti. Prvi ¢lan hamiltonijana
interpretira se kao konstantna promjena energije zbog stvaranja elektrona/supljina, pro-
sumirana preko svih fermiona u sustavu, drugi ¢lan oznacava da je skok medu celijama
dozvoljen uz cijenu energije ¢, a posljednji ¢lan je odgovoran za otvaranje energijskog pro-
cijepa stvaranjem /ponistavanjem Cooperovih parova od dvaju susjednih elektrona.

Prelazimo u prostor impulsa Fourierovim transformatom operatora

1 )
A —iker; At
C, = —F/— e e
v DI
) (3.20)
~ iker; A
Cj=—=) e"li¢

gdje 0 < k < T—A’;, n =0,1,..,N, a r; oznacava polozaj j-tog fermiona, koji ¢e poprimati

vrijednosti i,i+1 kojima smo oznacili polozaje ¢elija.
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Invertiranjem dobivamo

(3.21)

Korisne ¢e biti i sljedece relacije

t ! (3.22)
Zezk-(r—r’) _ Nérr/
k

Fourierov transformat hamiltonijana detaljno je raspisan u dodatku (A.1)), ovdje ¢emo

prikazati krajnji rezultat

1
H = Z (—,u — 2t (1 - N) cos(ka)> ex
k
1 . )
+ A (1 — N) Z (e““"c_kck + e_ZkachT_k>

k

(3.23)

Faktori (1—%) su posljedica otvorenih rubnih uvjeta, odnosno kona¢nog sustava. Periodi¢ne
rubne uvjete mozemo nametnuti savijanjem lanca u zatvoreni cilindaﬂtako da (1 — %) — 1,
Sto je ekvivalentno razmatranju beskona¢nog lanca (N — o).

Hamiltonijan se sada mijenja u
H = Z €kCLCk + AZ (eikac_kck + e_ikachT_k) (3.24)
Kk Kk

Za Cestice bez spina, vezanje mora imati neparan paritet A(—k) = —A(k). Sljedeci

korak je zapisati hamiltonijan u BdG formalizmu. Zbog jednostavnosti pisanja, koristit

¢emo dvodimenzionalne Nambu spinore C'IT( = (clT{, ¢_x), no citatelj ih moZe prosiriti na

¢etverodimenzionalne, bez da utjefe na fiziku sustava, kao $to smo to napravili u (3.3)).
A ¥
ék Ak

1
Hpag = 3 ZC;LHkaa Hi =] . (3.25)
o Ay =&

Btzv. bulk sustavi
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gdje je sada 0 < k < 27, & = —pu — 2tcos(ka), Ay = —2iAe sin(ka) pri Gemu smo u
Fourierov transformat energije stvaranja parova vratili pocetnu fazu ¢. Jednostavnosti
radi, postavit ¢emo konstantu resetke na jedinicu.

Hamiltonijan se sada lako moze dijagonalizirati prelaskom u Majorana bazu , pri

¢emu nam trebaju samo svojstvene vrijednosti od H

AH) = +4/& + |A]2 = B, (3.26)

¢ime dobivamo

H =) Exyimn + Eo (3.27)
k

gdje je Ey energija osnovnog stanja koja dolazi od antikomutacijskih relacija, Ey > 0.

Sada mozemo napisati (najjednostavniju) BdG jednadzbu prema izrazu (3.7)

Fyuy = §ux — Afivk (3.28)
Fyvx = =&k — Axuk

Rjesavanjem sustava jednadzbi dobivamo koeficijente iz BCS teorije

uk/uk = — (B — &) /Ak
1
il = 5 (1 + 2—1) (3.29)
2 1 3"
|| = 2 (1 - E_k>

Gledajuci disperzijsku relaciju za Kitaev lanac (3.26)), vidimo da ¢e energijski procijep
biti zatvoren (A = 0) onda kada je sink = 0

Zak=0—-2t+p=0—-p=-2¢

Zak=dm—>2t—p=0—pu=2t

Odnosno, vezanje p-tipa otvara energijski procijep, osim kada je kemijski potencijal tuni-
ran na pu = *£2t, kada se Fermijev nivo podudara s gornjom i donjom vodljivom vrpcom
(slika . Drugacije receno, stvaranje Cooperovih parova je zabranjeno za k = 0, +7
zbog Cega sustav nema energijskog procijepa na Fermijevom nivou [I8]. Dvije faze, u > 2t

i pu < —2t, su povezane elektron-supljina simetrijom. Grafovi na slici nize prikazuju otva-
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ranje/zatvaranje energijskog procijepa za razli¢ite vrijednosti kemijskog potencijala u od-

nosu na parametar t.

d = — 2.75t, trivial p= — 2.0t trivial
61 61
4] a
2\/ A
= of S o
-2 -2
-4 -4
-6 -5
-3 -2 -1 o0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
k k
H=2.0t, trivial 1= 2.75t, trivial
61 6l
| ol
2./\
5 of
_21
—a
| el

- ERE TR

= of

Slika 3.1: Faze Kitaeva lanca: Jasno se vidi kako se energijski procijep zatvara za u = +2t,
odnosno za k = 0, +.

Gledajuci prikazane grafove nije odmah ocito da zatvaranje procijepa razdvaja dvije raz-
licite faze. Kada je procijep otvoren na cijelom Fermijevom nivou (fully gaped system),
fizika sustava se razlikuje za podruéja u < —2t i |u| < 2t. Podrudje s p < —2t se glatko
povezuje s vakuumom u kojem nema fermiona (u — —o0), dok je podruéje |u| < 2t

obiljezeno djelomi¢no popunjenom vrpcom koja se popunjava zbog vezanja p-tipa (Ae®®).

|p| > 2t postoji procijep - trivijalna faza
i = £2t nema procijepa (3.30)

|it| < 2t postoji procijep - topoloska faza

Dvije faze s energijskim procijepom odgovaraju razli¢itim rezimima vezivanja Cooperovih

parova. Ako promotrimo osnovno stanje koje zadovoljava 7 |0y = 0, Yk, ono ¢e biti oblika

g5 [ ] (1 + Z{CLCT“) 0 (3.31)

O<k<m
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gdje je |0) vakuum fermiona koje stvaraju CL. Kvocijent vy /uy se moZe interpretirati kao
valna funkcija Cooperovog para ¢¢, . Analizom prostornog dijela ove valne funkcije [19],
tj. Fourierovom transformacijom u realan prostor ¢ (r) = Sk e e, (k), otkriva se

razlika izmedu podrudja p < —2t 1 |p| < 2t :

e 1¢ < —2t  (jako vezanje)
[ocp. ()] ~ (3.32)
konst., [u| <2t  (slabo vezanje)

A —2tcosk
non-topological "
(strong pairing) p=2i

k
topological
(weak pairing)
non-topological p=—2t
(strong pairing) '

Slika 3.2: Kineticka energija Kitaeva modela za 1D supravodi¢ p-tipa

Prema [20], podrudje za koje je |u| < —2t odgovara jakom rezimu (jako vezanje parova),
u kojem Cooperovi parovi formiraju vezano stanje u realnom prostoru na udaljenosti (.
U podrucju slabog vezanja, || < 2t, slijedi da ¢ — o0, odnosno ¢¢, ~konst..

Jos uvijek ne mozemo tvrditi da ova dva podrucja predstavljaju razlicite faze. Razlika
medu fazama lezi u njihovoj topologiji, a topoloski brojevi na neki nac¢in broje Majorane
na rubovima sustava (bulk-edge correspondence). Kako dvije faze posjeduju iste sime-
trije, prijelaz medu njima je posebna vrsta faznog prijelaza koje se naziva topoloski fazni

prijelaz, a dogada se prilikom zatvaranja/otvaranja energijskog procijepa.
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3.2.1 Topoloska invarijanta

Topoloske invarijantne pojedinih rezima otkrivaju se analizom hamiltonijana sustava.
Postoji vise nacina za njihovo dobivanje, mi ¢emo slijediti primjer iz [I§]. Ako se podsje-
timo relacije i ¢injenice da je mnoZenje koeficijenata u(k) i v(k) s faznim faktorom
irelevantno, implikacija je da koeficijente (odnosno funkcije) mozemo vidjeti kao koor-
dinate na sferi S2. Uobicajeno je da u = 1,v = 0 predstavlja tocku sjevernog pola,
au = 0,v = 1 juznog. Alternativno, sferu mozemo parametrizirati i na nacin da ha-
miltonijanu zadanom sa dopustimo dodatne perturbacije koje ¢uvaju translacijsku
simetriju (koristimo samo za konstrukciju topoloske invarijantne, sama fizika se ne osla-
nja na ovu simetriju). Kada je ovaj uvjet zadovoljen, hamiltonijan se moze napisati na
sljedeéi nacin

Hi=h(k) o (3.33)

gdje je o = 0"%x + 0¥y + 0%z, a h(k) = — (0, Agsink,tcosk + u), §to je ekvivalentno

parametrizaciji sa u i v. Ovako definiran vektor zadovoljava sljedeca svojstva
h%y(k) = _hﬂﬁy(_k)a hz(k> = hz(_k) (334)

Gornje relacije sugeriraju da je dovoljno specificirati h(k) na domeni 0 < k < 7. tj.
na polovici Brillouinove zoneE]. Ako pretpostavimo da je h(k) neprekidan na cijelo]
Brillouinovoj zoni, tako da cijeli sustav ima energijski procijep, mozemo definirati jedini¢ni

vektor
oy Dk)
B) = agh)]

koji ¢e mapirati Brilluoinovu zonu na jedini¢nu sferu. Kako k poprima vrijednosti od 0
do 7, jedini¢ni vektor e iscrtavati trajektorije prikazane na slici nize. Mozemo odrediti

jedini¢ni vektor za zadane vrijednosti k

~

h(0) = (0,0,1) , h(x) = (0,0,-1) (3.35)

14 Jedinstveno definirana primitivna éelija u recipro¢nom prostoru.
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Upravo nam ovo govore uvjeti (3.34)). Drugim rije¢ima, simetri¢ne vrijednosti £ = 0 i

k = m su fiksirani na z-osi sfere pa klasifikacija slijedi prirodno

A

h(0) = soz, h(x) = 5.2 (3.36)

gdje sg i s; oznacavaju predznak kineticke energije kada je k = 0, 7, respektivno, a mjereno
u odnosu na Fermijev nivo. S obzirom na zadani uvjet, fl(k) pocinje iz jednog od polova

sfere, a moze opisati dvije razli¢ite trajektorije tako da

(i) zavrsava u istom polu ako je sop = s,

(ii) zavrSava u suprotnom polu ako je so = —s;

Ove dvije trajektorije razlikuje Zy topoloska invarijanta

+1 — trivijalna faza
V= S80Sy = (3.37)
—1 — topoloska faza

koja mijenja predznak prilikom zatvaranja energijskog procijepa, tj. prilikom topoloskog

faznog prijelaza.

Slika 3.3: Mapiranje Brillouinove zone na jedini¢nu sferu. v = +1 oznacava topolosku
invarijantnu za razlic¢ite trajektorije.
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3.2.2 Majorana modovi

U svom originalnom ¢lanku [I7], Kitaev topolosku invarijantnu naziva Majorana brojem.
Razlog tome jest prisutnost (ili nepristutnost) nesparenih Majorana modova na rubovima
lanca u razli¢itim fazama.

Prelazimo u Majorana bazu”

o—i%/2 i9/2

5 (Vin + 1vi2) , CZT = (Vi1 — viz2) (3.38)

C; =

Racun je malo duzi, ali trivijalan pa ga neéemo ovdje prikazati. Koristeé¢i standardne
fermionske antikomutacijske relacije ([2.8) za oba indeksa i imajué¢i na umu da je v = 47,

~? = 1 dobivamo

N . N—
_ _% Z (1 + i7i27i1) Z [(A + Bvizvisns + (A — )7i17is12] (3.39)

l\DIs

Parametri p, t, A u pravilu induciraju kompleksno vezanje medu Majorana modovima, no

u dva limesa slucaj se znac¢ajno pojednostavljuje:
1) Topoloski trivijalna faza: p# 0,t=A =0

N
= _%Z ]- — Y, 17@2 = _Nznz (340>

Majorane iz iste ¢elije vezuju se u fermion, oduzimanje/dodavanje fermiona ukljucuje pro-

mjenu energije L.

2) Topoloska fazaﬁ: p=0,t=A%#0

N-1

H = —it 2 Vi 1Vi+1,2 (341)

=1

15U principu se svaki fermion moZe rastaviti u par Majorana fermiona, analogno rastavljanju kom-
pleksnog broja u realan i imaginaran dio, no to dobiva na smislu samo ako Majorane mozemo prostorno
razdvojiti. Ako su "isprepletene" u prostoru, nema ih smisla opisivati kao odvojene entitete.

16Ve¢ smo komentirali kako je stvaranje/oduzimanje fermiona konstantna promjena energije za u pa
mozemo postaviti 4 = 0 u svrhu jednostavnosti onoga sto Zelimo pokazati
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Ovaj hamiltonijan prikazuje netrivijalno vezanje Majorana modova koje se moze otkriti

jednostavnim trikom

N-1 N—
. 1 .
H=—it Z Vi2Vit11 = — Z 5 (1 + 2ivi27i1,1 +1—2)
=1 =1
R
=t Z 5 (’Yi,z%,z — 1Yi2Yir 1,1 T Yir1,1%2 T Vir1,1Yie1,1 — 2)
i=1

N—1 . .
_ o Z Yig1,1 — VVi2 Yirra T2\ 1
~ 2 2 2

3 ()

Ovdje se mozemo zapitati Sto zapravo radimo. Uzeli smo fermionske operatore, presli

(3.42)

u Majorana bazu da bi ih na kraju opet napisali kao fermionske operatore. Postupak
izgleda kao da se vrtimo u krug, ali ako smo pazljivi mozemo uociti jednu posebnu zna-
¢ajku hamiltonijana zadanog sa . Ako pogledamo gornju granicu nase sume (N-1)
(otvoreni rubni uvjeti), postaje jasno da dva Majorana operatora nedostaju (y1.1,7n2)-

Od njih mozemo konstruirati fermion na sljedeéi nac¢in

N2 + 1Y

f=22 (3.43)

Oavko konstruiran fermion je delokaliziran na dva kraja lanca. Kako ne ulazi u hamilto-
nijan, "kosta" nula energije stvoriti takav fermion - vy 1, vnv2 su MZM-ovi! Rubovi lanca
predstavljaju domenske zidove (engl. domain walls) izmedu topoloske faze, dok je tri-
vijalna faza prikazana vakuumom izvan sustava. Ovo dalje znaci da je osnovno stanje
dvaput degeneriranﬂ ako je |0) osnovno stanje, tada je i f1]0) = |1) takoder osnovno
stanje. Spektar se sastoji od Majorana modova na energiji nula i simetri¢nog kvazicestic-
nog kontinuuma izvan energijskog procijepa na pozitivnim i negativnim energijama. Ako
deformiramo BdG hamiltonijan mijenjajuc¢i parametre, dokle god ne zatvorimo energijski
procijep simetrija izmedu pozitivnih i negativnih energija implicira da ¢e MZM-ovi ostati

na energiji nula.

17St0 nas vodi na neabelovu statistiku.
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Slika 3.4: Trivijalno i netrivijalno vezanje Majorana fermiona u Kitaevu lancu. Na donjoj
slici se mogu uociti nespareni Majorana modovi lokalizirani na rubovima lanca.

Upravo degeneracija osnovnog stanja ¢ini razliku topoloskih i konvencionalnih supravodica
gdje postoji jedinstveno osnovno stanje s parnim brojem elektrona tako da svi formiraju
Cooperove parovdﬂ. U kontrastu, degenerirano osnovno stanje u topoloski netrivijalnoj
fazi razlikuje se za to¢no jedno fermionsko stanje opisano s , dakle, osnovna stanja
za dvije razlic¢ite topoloske faze razlikuju se u paritetu. lako mean-field hamiltonijan ne
¢uva broj Cestica, s obzirom da se operatori c', ¢ uvijek pojavljuju u parovima, paritet je
oCuvan i ostaje dobar kvantni broj za opis sustava, [H, P] = 0. Prema (3.40) moZemo ga
napisati kao

P=fTf—1=—ivy =imm (3.44)

sa svojstvenim vrijednostima +1, gdje je 71 = 7vi1,72 = Vit1,2- S obzirom da se svako
fermionsko stanje moze napisati kao kombinacija dvaju Majorana stanja, ako ima 2N
Majorana stanja mozemo ih grupirati u N fermiona. Svako od konstruiranih fermionskih
stanja moZe biti popunjeno ili ne, prema tome imamo degeneraciju 2. Nadalje, 2 stanja
mogu se grupirati ovisno o paritetu. Operator pariteta ¢e u tom slucaju biti produkt

fermionskih operatora pariteta P; = f; fi — 1 za svaki par, odnosno

P = i"yiye.. 98 (3.45)

Postoji 2V~ osnovnih stanja za svaku vrijednost pariteta.

Prethodna analiza napravljena je pretpostavljajuéi tzv. idealnu kvantnu zicu (A = ¢, 4 = 0),
no kao sto smo vidjeli u prvom dijelu ovog odjeljka, do pojave Majorana rubnih stanja

i degeneriranog osnovnog stanja dolazi jer Kitaev lanac formira topolosku fazu dok je

18Svako stanje s neparnim brojem fermiona bi automatski imalo jedan nespareni elektron sto je manje
zastupljeno nego potpuno spareno stanje.
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vakuum koji ga okruzuje trivijalan. Drugacije rec¢eno, Majorana rubna stanja ¢e posto-
jati dokle god vrijedi |u| < 2t. U opéenitijoj situaciji, u # 0, A # t, rubna stanja (ili
MZM-ovi) nece biti jednostavno zadani sa 7, 1, Yn2, veé¢ ¢e njihove valne funkcije trnuti
kako se odmicemo od ruba, tj. biti ée eksponencijalno lokalizirani na rubovima. Ako po-
gledamo osnovno stanje, preklapanje valnih funkcija rezultira degeneracijom stanja koja
se nalaze simetri¢no oko nulte energije. Raspodjela energije opada eksponencijalno s du-

L
ljinom lanca kao e ¢

, gdje je L duljina lanca, a ¢ duljina koherencije. Za L » (, faktor
e ¢ je zanemariv u odnosu na relevantne energijske skale. Na kraju, mozemo se vratiti na
vaznost spina, ili bolje re¢eno nedostatka spina, prilikom analize ovog modela. Da radimo
sa uobicajenim fermionima, spin bi udvostrucio degeneracijuEg] za svako svojstveno stanje
hamiltonijana - na svakom rubu bismo nasli par Majorana, odnosno jedan standardni
fermion. Dakle, da bismo mogli obzervirati izolirane MZM-ove potreban je mehanizam

kojim ¢emo zamrznuti jednu kumponentu spina kako bi izbjegli Kramerovu degeneraciju.

Kasnije ¢emo razmotriti neke od nacina kako se ovo moze postiéi.

9Kramerova degeneracija.
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3.3 2D p-+ip kiralni supravodic

Najjednostavniji 2D sustav spinski polariziranih elektrona koji ostvaruje Majorana rubna

stanja opisan je sljede¢im minimalnim hamiltonijanom
9 ; Vv? AN .
H= [dr ot —5——p w+§[e w(ﬁx—l—zay)lﬁ-l-h.c.] (3.46)

gdje 1T(r) stvara Gesticu bez spina, efektivne mase m, u je kemijski potencijal, a A > 0 je
amplituda vezanja p-tipa koju ¢emo privremeno uzeti da je uniformna. ¢ je supravodljiva
faza. Recept je isti kao za 1D model - prvo ispitujemo sustav s zatvorenim rubnim uvjetima
(bulk system) da bismo otkrili netrivijalnu topologiju, a zatim promatramo otvorene rubne
uvjete i potencijalnu pojavu MZM-ova.

U sustavu s periodi¢nim rubnim uvjetima u smjeru x,y (torus bez rubova), translacijska
simetrija dopusta dijagonalizaciju hamiltonijana. Definiramo dvokomponentni Nambu
spinoif?|

W (k) = [0 (K), (-K)]

¢ime dobivamo BdG hamiltonijan

Hono = 5 | Gy ¥ (M)W (3.47)
gdje je
H(k) = zk _Af (3.48)

% — . Za vezanje p-tipa svojstvena vrijednost angularnog mo-

Kao i ranije, § =
menta je [ = 1 pa magnetski moment moze biti m = 0, £1. Sferni harmonici, Y;,,, su
Y141 o< by £k, Yip o< k.. Mi ¢emo odabrati m = 1 pa je genericka forma amplitude

stvaranja parova za male vrijednosti k zadana s

Ay = iAe' (k, +iky), A = konst. (3.49)

20kojeg mozemo prosiriti na éetverokomponentni.

43



Majorana fermioni u fizici kondezirane tvari

Prelaskom u Majorana bazu

a(k) = wap(k) + v (k) (3.50)
dijagonaliziramo BdG hamiltonijan

"= f X a0k (3.51)

gdje je By = 4/€2 + |Ax|?. Koeficijenti uy, vy imaju su isti onima u (3.52

U/uk = — (B — &) /Ax

1
il = 5 (1 + 2—1) (3.52)
N

Kada k — 0 slijedi Fx — |£k| — 0, iz Cega slijedi da imamo tri moguéa ponaSanja sustava

za mali k
(1) & > 0, Jux| — 1, o] = 0

(i1) &k < 0, |uk| = 0, vk| — 1
(1) £ — 0, [l o] # 0

Prvi slucaj predstavlja jaku fazu, drugi slabu, a trec¢i predstavlja fazni prijelaz (gdje Ay

is¢ezava) izmedu jake i slabe faze. U naSoj parametrizaciji, sli¢no kao u 1D slucaju

(1) p < 0 jaka faza
(73) 1> 0 slaba faza

(13i) p = 0 fazni prijelaz

Za svaki 4 > 0 sustav ima energijski procijep s obzirom da je Ay # 0 na cijeloj Fermijevoj
povrsini. Kako se stvaranjem Cooperovih parova iscrpljuje vodljiva vrpca, A # 0 se
smanjuje i zatvara kada je u = (FY} U tom slucaju se Fermijev nivo nalazi to¢no na dnu
vrpce kao §to prikazuje slika nize. Daljnjim smanjivanjem potencijala ponovo se otvara

procijep i ostaje konstantan za svaki p < 0.

21Procijep se ovdje zatvara zbog Paulijevog pricipa iskljucenja koji zabranjuje vezanje za k=0.
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A k?
2m
topological ]‘1
(weak pairing}\-/ >
non-topological =70
(strong pairing)

Slika 3.5: Kineticka energija p+ip supravodic¢a bez spina. Vezanje otvara procijep osim
za = 0 kada se odvija fazni prijelaz izmedu dvije faze.

Ocekujemo da na ponaSanje sustava za velike k ne utjece fazni prijelaz koji ukljucuje
samo male vrijednosti k. Za k — oo, Ak — 0 pa imamo v, — 0, |ux| — 1 8to osigurava

da broj fermiona konvergira@
<C;r(0k> =N = ‘Uk|2, N = Z’ﬁk (353)
k

Kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju, razlog zasto p < 01 p > 0 predstavljaju razlicite
faze lezi u topologiji, stoga je idu¢i zadatak pronadéi topolosku invarijantu za 2D sustav.

Nazivi "jaka" i "slaba" faza dolaze iz analize valne funkcije Cooperovog para u realnom

prostoru (g(r) = ¢c,.(r)) [20]:

‘ ( )‘ e IM/C <0 (jako vezanje) (3.54)
@C.p. r) ~ .
’ lr|7', p>0 (slabo vezanje)

Valna funkcija Cooperova para opada eksponencijalno za velike r kada je u < 0, a cak
i kada ne, opada brze u odnosu na sluc¢aj kada je p > 0. Drugim rije¢ima, u jakoj
fazi Cooperovi parovi su ¢vrsto vezani u realnom prostoru i ponasaju se kao diatomne
molekule (Bose-Einsteinov kondezat, "BEC"), a pove¢avanjem kemijskog potencijala ve-
zanje slabi ("BCS" vezanje za p < 0). Prijelaz medu fazama odvija se za y = 0

(BEC-BCS crossover).

22Postupak je analogon onome u poglavlju 2.2.2.
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Slika 3.6: Lijevo: vezanje fermiona u k-prostoru - Cooperovi parovi. Desno: vezanje
fermiona u realnom prostoru - molekulski bozoni.

3.3.1 Topoloska invarijanta

Kao i u prosloj sekciji, uz pretpostavku da dodatne perturbacije hamiltonijana ¢uvaju

translacijsku simetriju mozemo pisati
H(k) =h(k) o (3.55)
gdje je h(k) glatka funkcija razli¢ita od nule za svaki k, tako da postoji procijep na

¢itavom sustavu.

ho(k) = —A (kg sin(p) + ky, cos(¢))

hy(k) = A (kg cos(p) — ky sin(y)) (3.56)

Opisujemo BCS stanje kao sferi¢ni domenski zid u pseudospinskom k-prostoru polumjera
kr. Zbog toga Sto vy — 0 kada & — oo u bilo kojem smjeru, mozemo dodati tocku u
beskonac¢nosti u k-prostoru koja je zapravo 2-sfera, sa svojom toc¢kom u beskonac¢nosti u
N. wuy i vy predstavljaju mapiranje iz S?* (k-prostora) u S? (spinorni prostor), gdje se
N uvijek mapira u N. Ovakva mapiranja se topoloski klasificiraju u klase ekvivalencije,
tako da se mape u istoj klasi mogu kontinuirano deformirati jedna u drugu. Posebna
klasa mapiranja iz 8", n = 1,2... u bilo koji prostor X definira grupu homotopija 7, (X).
U nasem slu¢aju, grupa m»(S8?) = Z je grupa cijelih brojeva. Sada moZemo definirati
jedini¢ni vektor h(k). Uz pretpostavku da je on jedinstveno zadan (neovisno o smjeru

k) onda kada |k| — oo (¢ime osiguravamo da hamiltonijan nema beskona¢ne doprinose),
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broj pokrivanja jedini¢ne sfere definira tzv. Chernov broj

0=fd2—k[ﬁ.(akﬁxak h)] (3.57)
47 ! v

gdje integrand mjeri kut koji h(k) prebrige na jediniénoj sferi. Uzimajudi integral preko
svih vrijednosti k dobivamo cijeli broj koji je invarijantan na deformacije h(k) dokle god
energijski procijep ostaje otvoren. Odnosno, Chernov broj se mijenja onda i samo onda
kada se procijep zatvara, Sto znaci da fl(k) nije dobro definiran u nekoj tocki k-prostora.
Za fiksni k, u slucaju kada je p < 0, h(z) ¢e uvijek biti pozitivan, a h, i h, opisuju kruz-
nicu na jedini¢noj sferi na visini dz. Za k = 0 pocinjemo na sjevernom polu i pomic¢emo
se prema ekvatoru, a zatim se za k — o0 ponovo vra¢amo u sjeverni pol sfere, kao sto je
prikazano na slici lijevo). Dakle, u topoloski trivijalnoj (jakoj) fazi, vektor h prvo
"omotava" dio sfere S?, ali onda "odmotava" taj isti odsjecak §to rezultira s C' = 0.

Za pu > 0, vektor h je usmjeren prema juznom polu za k = 0 (h(0) = —2) i pomide se

prema sjevernom kako k£ — oo. U ovom slucaju Chernov broj iznosi -1.

Ic|=1

(topological)

Slika 3.7: Trivijalna i topoloska faza kiralnog p-+ip supravodifa. Osjenceno ljubi¢astom
bojom predstavlja dio sfere koji omotava vektor h(k) kada k — +o0 za negativne i
pozitivne vrijednosti kemijskog potencijala.
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3.3.2 Majorana modovi

Kao i za Kitaev lanac, istrazit ¢emo fizikalne posljedice neis¢ezavajuce vrijednosti topolo-
ske invarijante. Oc¢ekujemo nesparene modove na prijelazu topoloskih faza. Modeliramo
geometriju na disku prikazanom na slici ispod - kemijski potencijal sada ovisi o pros-
tornoj udaljenosti r tako da je u(r) glatka funkcija pozitivna unutar diska, a negativna
izvan. Drugim rijeCima, topoloski p+ip supravodi¢ zauzima prostor unutar diska, dok
izvan pretpostavljamo trivijalnu fazu. S obzirom da g mijenja predznak prilikom prelaska
medu dvije faze, mora postojati domenski zid na rubu sustava gdje o¢ekujemo rubna sta-
nja. Kako nas interesiraju niskoenergetski modovi u blizini ruba, u hamiltonijanu

mozemo zanemariti V2 kineticki ¢lan. Prelaskom u polarne koordinate (r,1) dobivamo

)
2 il A i} ,if i0p
Hrubni = d°r —M(T)¢ 1/1 + 56 e (% + T w + h.c. (358)

Zbog faktora e vezuju se stanja s razli¢itim angularnim momentom. Da pojednostavimo

problem mozemo odbazdariti ovaj fakto™)]

- p = e Y (3.59)

Vazno je uodciti kako ¢e e=™/2 za period 27 nositi faktor -1 koji moramo kompezirati kroz
" tako da trazimo rjeSenja s neperiodi¢nim rubnim uvjetima prilikom kruzenja po disku.

U terminima novih polja v’, definiramo dvokomponentni Nambu spinor

(r) = [01(), ¢/(v)] (3.60)
pa rubni hamiltonijan postaje
L 1 2 7 /
H i = 5 Jd rU'T(r)H(r)P'(r) (3.61)
gdje jo7
_ A~ (-0, + 1
H(r) = . H 4 ’ ( o ) (3.62)
Aet® <8r + Z%) wu(r)

ZTransformacija varijabli inducira dodatni ¢lan u derivaciji, idy — 90y + %, ali konstantu moZemo

2
zanemariti jer ionako is¢ezava u Fermi-Diracovoj statistici.
24Operator impulsa P = iV je hermitski pa slijedi VI = —V, odnosno (0,,)* = —0,; (idg)* = i0s.
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Da bi pronasli svojstvene funkcije rubnih stanja koje zadovoljavaju H(r,9)x(r,d) =

Ex(r,9), parametrizirat ¢emo ih sljede¢im ansatzom

Xn(r) _ ein@ 6%‘25/2 [f(?“) + ig(r)] (363)
¢ [f(r) —ig(r)]

gdje je n polucjelobrojan orbitalni kvantni broj koji se brine za neperiodi¢ne rubne uvjete,

a funkcije f i g moraju zadovoljavati sljedece relacije (raspis je dan u (A.3)

(E+nA/r)f = —=i(u(r) — Adr)g
(B —nl/r)g =i(u(r) + Ad,) f

(3.64)

Ako je x(r,8) dobro lokaliziran oko unutarnjeg/vanjskog ruba diska, mozemo napraviti
zamjenu r — Ry, /0. Da bi osigurali lokaliziranost (na vanjskom ili unutranjem rubu)

slijedi da je u izrazu (3.64) f = 01ili ¢ = 0. Za f = 0 iz donje jednadzbe dobivamo

nA
Eow = 3.65
’ Rout ( )
Za genericki p(r) imamo
dg(r
(1(r) ~ 22,) 9(r) = 0 = u(r)g(r) = A%
Sto nakon integracije daje
1 (" , "0lng(r)
- dr' = dr'
sl =25
Kona¢no,
g(r) = g(R) ex =1t (3.66)

gdje vidimo kako g(r) eksponencijalno opada udaljavanjem od ruba. Uvr§tavanjem R —

Ry dobivamo
T ! / ) _Z¢/2
Xout (I') _ eineei SRout dr ”(T) e (367)
n 7?;61'(;5/2
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Analognim postupkom za unutarnji rub, postavljajuc¢i g = 0 dobivamo

nA
E, =— 3.68
R (3.68)
. . v ’ ’ €7i¢/2
Xgl(r) = émge_% SRin dr M(r ) )2 (369)
e

Ova rjesenja imaju zanimljiva svojstva. Prvo, uvijek postoji konacan energijski procijep
ﬁ/m, Sto je direktna posljedica polucjelobrojne vrijednosti n, odnosno anti-periodi¢nih
rubnih uvjeta na ¥'(r). Drugo, rubna pobudenja su kiralna i imaju suprotne kiralnosti
na unutarnjem i vanjskom rubu - unutarnji modovi se propagiraju u smjeru suprotnom
kazaljki na satu, dok se vanjski propagiraju u smjeru kazaljke (slika (3.8)). Ovo podsjeca
na kvantni Hallov efekt [21], no postoji bitna razlika - rubna pobudenja u Hallovom efektu
su regularni kompleksni fermioni, dok su u nasem slucaju to Majorana modovi koje ugrubo
mozemo promatrati kao polovicu Hallovih rubnih stanja. Ovakva kiralna rubna stanja su

robustna na bilo kakve slabe perturbacije i ne oslanjaju se ni na koju specifi¢nu simetriju,

veé na topologiju sustava.

AE
D o
@ @
o0
| —_——1
o|o n
p=>0
topological (o] (o]
p <0 (o) (o]

trivial

Slika 3.8: Lijevo: Geometrija za kiralne rubne Majorana modove. Desno: Energijski
spektar za supravodi¢ s geometrijom prikazanoj na slici lijevo. n ovdje poprima polucjelo-
brojne vrijednosti zbog anti-periodi¢nih rubnih uvjeta Majorana svojstvenih funkcija na
rubovima diska.

Da bismo vidjeli da su rubna stanja uistinu Majorana modovi, proSirit ¢emo spinorno

polje ¥'(r) u terminima rubnih operatora I'y””"

() = 3 [T ors| (3.70)

n
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S obzirom da su gornja i donja komponenta od ¥'(r) (3.60) povezane hermitskom konju-

gacijom, slijedi

et 1

Fgl/ out __ (Fin/ out )T

Iz ovoga zaklju¢ujemo kako su samo stanja s £ > 0 fizikalno razli¢ita (prikazano punim

plavim /crvenim krugovima desno na slici (3.8])), te da pobudenja opisana s operatorima
) ) ) . i
Fln/out(e) _ Zewﬁrgl/out _ [Fln/out (0)] (371>
n

zadovoljavaju Majorana uvjet realnosti, odnosno opisuju Majorana fermione. Ako po-
gledamo desnu sliku (3.8]) vidimo kako u ovakvoj konfiguraciji ne postoje Majorane u
osnovnom stanju, tj. MZM-ovi. Ispostavlja se da se fizika sustava dramaticno mijenja
onda kada kvantni tok ® = g—‘é probija kroz supravodi¢. Vrtlog koji se stvara na mjestu

probijanja toka polja moze se shvatiti kao rupa u (bulk) sustavu.

3.3.3 Intermezzo - kvantni vrtlozi

Supravodice prema ponasanju u magnetskom polju dijelimo na dvije vrste

tip I - ima jedinstveno definiranu kriticnu vrijednost polja, H., nakon koje gubi
supravodljiva svojstva.

tip II - ima dvije definirane vrijednosti polja izmedu kojih je dozvoljena djelomi¢na
penetracija polja u izoliranim tockama prostora. Ove tocke nazivamo vrtlozima.
Tamo gdje se pojavi vrtlog, parametar reda, W(r,t), ima vrijednost nula, odnosno,
u tom podrucju metal nema supravodljiva svojstva. Oko vrtloga se inducira struja

kako prikazuje sljedeca slika.

B
SRR -

Slika 3.9: Prodiranje magnetnog polja kroz supravodi¢ tipa II. Krugovi predstav-
ljaju kvantne vrtloge oko kojih se inducira struja, kako je prikazano na desnoj slici.
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S obzirom da se svaka kompleksna funkcija moze napisati kao
U(r,t) = Uye® (3.72)

U supravodi¢ima netrivijalne topologije (prstenasti), faza se kontinuirano mijenja
od 6y do 0y + 2km prilikom kruzenja oko prstena. U tom slucaju ¢emo imati k
magnetskih tokova zarobljenih unutar supljine. Prema minimalnom vezanju, struja

vjerojatnosti Cooperovih parova je

1
= o [\If*(—z'hV)\Il — U(—ihV)U* — 2qA|\Il|2] (3.73)
m
gdje je U(r) = +/p(r)e?™ Ginzburg-Landau parametar reda, p je lokalna gustoca
supravodljivih elektrona za koju uzimamo da je konstantna.
Uvrstavajudi u izraz za struju vjerojatnosti dobivamo

h q
= — — = A 74
J m(VG >p (3.74)

Unutar supravodi¢a gustoca struje je nula, J = 0, pa imamo
Vo =—-A (3.75)
Koristimo Stokesov teorem, B = V x A, te integriramo po zatvorenoj petlji
h
Sp=¢A-dl=—-¢pVeo-dl (3.76)
q

Kako se parametar reda mora vratiti u istu vrijednost nakon integracije po zatvo-
renoj petlji slijedi
h hc

dp = —2cr = —
B qCﬂ' %

(3.77)
Zbog Meissnerovog efekta, unutar supravodica je B = 0. Toc¢nije, magnet-
sko polje prodire u supravodi¢ na malim udaljenostima (tzv. Londonova duljina

Ar ~ 100nm), no struja zasjenjenja (screening) stvara magnetsko polje M koje po-

nistava vanjsko polje B koje prodire unutra.
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Prodiranje magnetskog toka kroz sredinu supravodi¢a prikazanog lijevo na slici (3.8) in-
ducira vrtlog tako da, na primjer,

A — AeT (3.78)

u izrazu (3.58)). Ono §to odmah moZemo uoditi jest da ¢e ovaj faktor "progutati" €. Ovo
nam omogucava da napisemo rjeSenja u terminima originalnog polja ¥, umjesto V', koje

zadovoljava periodi¢ne rubne uvjete. Hamiltonijan je zadan sa

ani = 5 | VM@V (3.79)

gdje je ‘H zadan sa . Rubni hamiltonijan ima istu formu sa i bez kvantnih vrtloga.
Bitna razlika medu njima jest da spinorno polje zadovoljava periodi¢ne uvjete kad mag-
netski tok prodire kroz sredinu sustava, Sto znaci da ée n u i biti cjelobrojan,
neZ. Zan = 0 imat ¢emo stanja na energiji nula ((3.65),(3.68)), sto odgovara MZM-ovima
na rubovima Kitaeva lanca, o kojem smo raspravljali u proslom dijelu. Dakle, dva Majo-
rana moda ¢e se pojaviti lokalizirani na svakom rubu diska (slika , Sto nas ponovo

vodi na degeneraciju osnovnog stanja za p-+ip supravodic.

AE
& ®
@ L
@ o
——t——t—t>
o o] n
o o)
o (o

Slika 3.10: Lijevo: Tok magnetskog polja koji probija kroz sredinu trivijalne topoloske faze.
Valovita linija prikazuje branch cut. Prilikom prolaska preko nje, Majorana rubna stanja
promijene predznak. Desno: Energijski spektar za p+ip supravodi¢ kroz koji probija
kvantizirani tok magnetskog polja. Ljubicasti krug predstavlja MZM.

Pomak u rubnim uvjetima, koje naposlijetku dovode do formiranja MZM-ova na rubo-
vima, intuitivno se moze shvatiti na sljede¢i nacin: bazdarna transformacija 1) — 1%/
ekvivalentna je promjeni supravodljive faze u A za d¢. To znaci da promjena faze za
0¢ = 2w, iako ne utjece na formiranje Cooperovih parova, vodi na promjenu predznaka
za nesparene fermione, kao $to su to rubni operatori rin/eut, Zbog promjene u predznaku

prilikom rotacije za 27w uvodimo tzv. branch-cuts (slika (3.10) lijevo). Kada Majorana
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fermion prode preko nje dobije negativan predznak koji promjeni inicijalno neperiodi¢ne
rubne uvjete u periodi¢ne.

Navedena analiza ocito vrijedi za neparan broj vrtloga. Ako je tok u vrtlogu parni vise-
kratnik od hc/2e, n ¢e ponovo biti polucjelobrojan, a za posljedicu ne¢emo imati MZM-ove
na vanjskom rubu. Da bude jasnije, mozemo promotriti konfiguraciju s dva vrtloga prika-

zanoj na slici ispod. U slucaju supravodica tipa II, kada magnetski tok prodre u sustav,

%

Slika 3.11: Konfiguracija s dva vrtloga. Svaki podrzava jedan MZM oko tocke proboja toka
polja (periodi¢ni rubni uvjeti). Vanjski rub ima neperiodi¢ne rubne uvjete i ne podrzava
MZM-ove, ve¢ ima konacan energijski procijep.

jezgra vrtloga je reda veli¢ine duljine koherencije (£ ~ kff %), i tvori topoloski trivijalno po-
drudje, gdje je krA energijski procijep zatvorenog sustava (bulk system), a vr je Fermijeva

brzina. Prema (3.68)), slijedi

nlA ol (hr)?
§ Er

(3.80)

|Ev0rtex | ~
S obzirom da je ovdje neZ, vrtlog veze jedan MZM. Ono $to valja uociti jest da je ovaj
MZM odvojen 'mini procijepom’ od iduéeg pobudenog stanja, n = 1

krA)
‘Emini procijep ‘ ~ ( ZJF) (381)

U tipi¢nim supravodic¢ima veli¢ina mini procijepa je cesto i do nekoliko tisu¢a puta manja
od procijepa sustava $to ¢ini fizikalne realizacije kompliciranim, no implikacije ovakvih
sustava na buduénost kvantnih racunala su ogromne stoga ¢emo se u nastavku pozabaviti
tom tematikom. Drugim rijeCima, potpuno fermionsko stanje s dobro definiranim okupa-
cijskim brojem, ¢iji fermionski operator mozemo konstruirati kombiniranjem MZM-ova u

vrtlozima

1

fj = 5 (’}/1 + Z’Yg) (382)
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reprezentira "normalni" fermion f # f, koji zadovoljava standardne antikomutacijske
relacije . S obzirom da Majorane reprezentirane s 7,2 mogu biti na proizvoljnoj
medusobnoj udaljenosti, operator f je netrivijalan, u smislu da "kodira" visoko nelokalno
sprezanje. Ovakvo stanje moZe se puniti (ili prazniti), bez utroska energije $to nas dovodi
do degeneracije osnovnog stanja koja je temelj kvantnih racunala.

Na kraju ovog poglavlja, bitno je spomenuti (iako se u ovom radu direktno ne bavimo time)
da osim promatranog spinless (singletnog) p-+ip supravodica, takoder se moze pokazati da

i spinski (tripletni) p+ip supravodi¢ takoder podrzava izolirane MZM-ove [18],[20],[23].
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4 Fizikalne implementacije

Nova fizika i tehnologki napredak koji obe¢avaju MZM-ovi dozivjela je procvat u pos-
ljednjih petnaestak godina. Istrazeni su mnogi nacini kako realizirati topoloske faze koje
mogu realizirati MZM-ove (|26]-[32]) nalik onima koje smo obradili u proslom poglav-
lju. Najvecu prepreku predstavlja Kramerova degeneracija - potreban je mehanizam koji
"zamrzava" jednu komponentu spina@. Ovaj problem automatski dovodi do iduc¢e pre-
preke - efektivni spinless model ima za posljedicu da supravodljivi parametar uredenja,
A, mora biti neparan u paritetu, Sto znaci da materijal koji se koristi mora podrzavati
vezanje p-tipa. Supravodi¢i p-tipa ne samo da su rijetki u prirodi, ve¢ ako ih i prona-
demo pruzaju (u najboljem sluc¢aju) power-law korelacije Cooperovih parova, u kontrastu
s dalekoseznom supravodljivosti koju pretpostavljaju modeli iz proslog poglavlja. Ovaj
drugi problem se ipak rjeSsava "sam od sebe" jer se ispostavlja da je power-law korela-
cija dovoljna za stabilizaciju Majorana modova. Dakle, ostaje nam problem Kramerove
degeneracije. Pionirski rad, koji rjesava spomenuti problem, nastao je 2007., a naziva
se, prema autorima, Fu-Kane model [30]. Osim $to je najslavniji primjer, potpuno je
revolucionaran - umjesto supravodica p-tipa koristi se uobic¢ajeni supravodi¢ s-tipa (kao
u originalnoj BCS teoriji) i rubna stanja topoloskih izolatora. Mnogi su autori naslijedili
ideju, a ona pociva, skoro u potpunosti, na tzv. prozimity effects - sustav moze naslije-
diti Cooperove parove od obliznjeg supravodic¢a. Fluktuacije induciranog parametra reda
primarno kontrolira supravodi¢ (engl. parent bulk superconductor) pa ih mozemo zane-
mariti na konac¢nim temperaturama. Opcenito, sve predloZene fizikalne realizacije imaju

tri glavna sastojka

1) efekti blizine (prozimity effects)
2) lom T-simetrije

3) spin-orbita vezanje

U nastavku, slikovito rec¢eno, promatramo na koji nacin treba sloziti ve¢ dostupne lego
kockice da bi konstruirali sustave za koje postoji mogucénost eksperimentalne detekcije

Majorana fermiona.

%5koji lomi T-simetriju.
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4.1 1D supravodici p-tipa

Promatramo 1D sustav zadan hamiltonijanom

dk
Hip = oy T H i (4.1)
i konvencionalni supravodic¢ s-tipa
d*k
Hse = J E [GSC(k‘)Ulnk + Age (nreny—x + h.c.) (4.2)

gdje @le,nlk stvaraju elektrone spina o za 1D sustav i supravodi¢, respektivno. Stan-
dardno, €5.(k) 1 Ag. oznacavaju kineticku energiju te amplitudu vezanja supravodica. Ako
dovedemo u neposrednu blizinu 1D sustav i supravodi¢, elektroni mogu tunelirati izmedu

dva podsustava amplitudom I', $to moZzemo opisati hamiltonijanom sljedeé¢eg oblika

Hy = —I‘Jdm | 61000 + | (4.3)

gdje smo uzeli da 1D sustav lezi duz x-osi, (z,y, 2) = (z,0,0). Hamiltonijan cjelokupnog

sustava ¢e se sastojati od navedena tri doprinosa
H = Hp+ Hgc + Hr (4.4)

Hibridizacijski efekti (Hr) mogu se odrediti dimenzionalnom analizom ili, rigoroznije, per-
turbativnim postupkom. Ako pretpostavimo k3¢ >> k1P, tada ¢e hibridizacija medu pod-
sistemima biti kontrolirana amplitudom tuneliranja pojedinog elektrona (I') i svojstvima
supravodica. Kada vrijedi Tk2¢ << Agc, tuneliranje je jako potisnuto zbog energijskog
procijepa supravodic¢a pa u tom sluc¢aju mozemo koristiti perturbativni ra¢un. Ako Zelimo
bolje razumjeti fiziku iza efekta blizine (a Zelimo), umjesto dimenzionalne analize krenut
¢emo rigoroznijim putem s ciljem da pronademo efektivni hamiltonijan za 1D sustav,
koji ukljucuje Cooperovo vezanje inducirano blizinom (engl. prozimity-induced pairing).
Postupak se sastoji od konstrukcije euklidske akcije koja odgovara hamiltonijanu (4.4)), a

zatim treba prointegrirati po stupnjevima slobode bulk (3D) supravodica.
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4.1.1 Efektivna akcija

Unitarna transformacija koja dijagonalizira Hgc glasi

Tk = —UrpX1k + kag,k

Nk = Uk:XI_k + Uk X2k (4.5)
ASC ASC

U = y Uk
\/QEIIc (Ek - Gk) A/ 2Ek (Ek + Ek)

gdje je By = /€2 + A2 U ovoj bazi, ukupni hamiltonijan sustava glasi

d'k d’k
H= f—dwﬂﬂk% + f—gEk [hose+ xhoca]
(27) (2m) (4.6)

d*k
— FJ—(ZW)?’ [Xlk (ukiﬂkd + Uk¢¢—kd> +Xok (Uk¢T—kd — “kwlkd> + h.c.]
gdje smo model poopéili tako da ukljucuje d-dimensionalni podsustav (d=1 ili 2). Stup-

njevi slobode koje imamo su

@Dk, ,lvblia X1,k X2,kXLk7 X;k (47)
Uvodimo vektorsku notaciju:

X' = (x}mx;k) , mip =T (Uwﬂkd + Uk¢¢—kd> , = (T, Tor)

T
X = (XipXx2n) , T =T <Uk7/1Tfkd - Ukwlkd>
Lagrangian sustava opisanog hamiltonijanom (4.6) je

(A%, .
L= 27.[-)d (p(] - H)

r dek .

rd%k
(27‘(’)ka

(&
—~

A(k)xi + mx + X'l

(&
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pa ¢e akcija biti

Ak dw
S = f (Wt — VLH) + S = So + 5,

om)d 21
<ddli dwy, (49)
Sy = f—(Zw)dg (XTAX +7mx + XT’/TT)
Matrica A zadana je sa
By, —iwy, 0
A(k,q) = - 0'(k —q) = —ad"(k — q) (4.10)
0 Ek — iwk

gdje smo ¢lan x "utrpali" u matricu A na nacin y = iwy.
Radi se o euklidskoj teoriji pa je itS — —tSg. Efektivna akcija d-dimenzionalnog pod-

sustava je dana s

¢oF = f Dy DYLDX] , Dxb  Dx1xDxope™ (4.11)

gdje je Sacpg — H, uz sume i integracije. Dakle, efektivna akcija ¢e biti ono $to pise u

eksponentu od rezultata integracije. Zelimo napisati S u sljede¢em obliku

J d'k_dwy
@2md 2z ¥ 77X

gdje je B matrica iz (A.19). Da bi (4.9) mogli napisati kao Gaussov integral, treba nam
kvadratni oblik (Zee, QFT in a Nutshell [24], p.128).

VK + i +n = (0 + 7K K (v + K7lnp) =K'y
Primjenom formule dobivamo
(XTAX + X + XTTFT) = (x' +7AHA(x + A7) — r A7 At (4.12)
gdje je B = mA~'n'. Matrice A i B ne ovisi o x pa ispadaju iz integracije. Imamo

dy dew d
A%k dep g1 A%k Ak (T A=) Akw) (x+ A~ )

_ _d¥k_dwy ot
JDkaQ/J;Le So+§ (2m)d 2m JDXI,kDX;kDXLkDXZkeS (2m)d 27

(4.13)
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Ako napravimo sljede¢u zamjenu varijabli

O=x"+ A7, O=x+ A" (4.14)

i iskoristimo pravilo za konvoluciju Fourierovog transformata (A.4)), ¢ime za drugi integral

dobivamo (wy = wy)

A dw dq dw
JDQDQ@S (;lwfd 271'1 (Z'fr)d 2772 Q(k‘ wl)A(k7w17q7w2)6(w1+w2)6d(k_Q)9(Q7w2) — detA (415)
Particijski funkcional zadan je sa
J Ep —w 0 4
Zy = det(A(k,w1)0%(k—q)d(wi+ws)) = det d(wy + w2)d?(k — q)
0 Ek — W
(4.16)

Zy ne figurira jer nema polja u sebi pa se Z normalizira tako da je Zy = 1. Efektivna

akcija sada glasi

ddk dwy,
Rjesavamo integral
dk dw, [ diq dw, . ;
(2n)d 27 ) (2m)? 2n (W(kvwl)A (k. g, w1, wo)T (q,wz)) (4.18)

za koji trazimo inverz matrice A iz uvjeta unitarnosti AA™! = I. Uvodimo dva nova

nijema indeksa za kontrakciju

dz dw
J<2 T 27T3A Yk, wi, 2, ws) Ak, wi, 2, ws)d(ws—ws)d%(2—q) = 0% (k—q)d(wi 4wl (4.19)

Uvodimo ansatz

A Yk, z) = — | Foriws [k, z,w1,ws) = —a L f(k, 2,w1,ws) (4.20)

pa imamo

J (;lﬂzd d2w3ﬂ/1/f k, 2z, wi,ws)d(ws — wy)6%(z — q) = 6%k — q)6(w1 + wo) (4.21)
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a"'a s lijeva pokrati se s matricom I s desna, a kako integriramo samo delta funkcije,

slijedi
1
(2rr)a+!

Uvrstavanjem u (4.18)) dobivamo

dk dw d%q dw -
J(Qﬂ)d QWIJ(Qﬂ)d 2772 (W(k’wﬂA 1(k>qawl>w2)7TT(q,w2)>

f(ka q, W1, _w2) = 6d<k - q)é(wl + w2) (422)

e duw, Ay dus 3 ]
- ] ;lﬂkd d27T f;:)/c[; <7T<k7w1)a (k, q, w1, w) (2 6%k — q)6(wy + wg)ﬂT(q,w2)>
_ f gﬁ’;ddz—‘“: (W(k,wl)a_l(k,wl)ﬂ(k, —w1)>

[ A% dw (wmwwk(—w) + m<w>w§k<—w>>

) @2m)d2n Ep —iw

(4.23)

Nakon mnozenja brojnika i sredivanja izraza dobije se

du ddk | T
0S = J Asc/\(k W) [Vt ey (—k—w) + hoc] + [—iwA(k,w) — opu(k, W)]w(kw)?ﬁ(k,w)]

(4.24)
pri ¢emu smo uveli pokratu
FQ
ANkw)=| ——— 4.25
(k,w) Lw2+A2+ei (4.25)
Efektivna akcija glasi
S —de ddkw Hotbgewy + 09 (4.26)

Iz izraza (4.24) se vidi kako supravodi¢ renormalizira kemijski potencijal (u ovisnosti o
impulsu i u rezimu niskih frekvencija) kroz ¢lan du(k,w), no ta nam korekcija ne figurira

pa je mozemo zanemariti. Ono $to nas zanima je hibridizacija koja je sadrzana u funkciji

Ak, w). Za jednodimenzionalni model, d=1 u (4.25]), dobivamo

F2
A (kg w) = f
ky k- k‘2+k2 k2 2
2+A2 y__|_<_fﬂ_lusc>

2Mmse 2mse

(4.27)
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Generalno, zanimaju nas jednodimenzionalni sustavi niske gustoce, tako da vrijedi
k2/2mg. < pis, za relevantne vrijednosti k,. U tom slucaju, ovisnost A(k,w) o k, mo-
zemo zanemariti. Sljedeca pretpostavka je da vrijedi ps. » +/w? + A2, za relevantne

frekvencije, $to znacajno pojednostavljuje funkciju A kada je razvijemo u red

7Tp2DF2

Msc

gdje je pap = 52 gustoca stanja za 2D sustav, s efektivnom masom m,.. Ako definiramo

Aw) = (4.28)

kvazidesti¢nu tezinu

Z(w) =1+ (4.29)

akciju mozemo zapisati u sljede¢em obliku

dv d%% )
Sur = [ 22 710 [ [+ 2] v

A1 = Z(@)] [$10c0) Y-k -w) + h-C-]}

(4.30)

Ono sto je bitno uociti, a to je i sama poanta konstrukcije efektivne akcije, jest da se
Cooperovo vezanje ponovo pojavljuje, sada ovisno o frekvenciji. Osim toga, tuneliranje
generira i kvaziCesti¢nu tezinu Z(w), za elektrone u 1D sustavu. Ono §to nam govori efek-
tivna akcija jest da povecanjem amplitude tuneliranja I', valne funkcije elektrona
u 1D sustavu "prodiru" dublje u supravodic i time reduciraju kvazic¢esti¢nu tezinu i pove-
¢avaju amplitudu vezanja parova, koje su naslijedili od supravodi¢a. Amplituda vezanja
doseze maksimum (A,.) kada Z(w) — 0. Reducirana kvazicesti¢na teZina efektivno reska-
lira originalni hamiltonijan. Drugim rije¢ima, spin-orbita vezanje, Zeemanovo cijepanje
itd. nemaju vrijednosti koje bi mjerili u odsustvu supravodica, ve¢ se renormaliziraju na
manje vrijednosti zbog hibridizacije. Ovaj aspekt efekta blizine se moze zanemariti na
ovom nivou, no posljedice su vidljive kada se vezanje tretira jos sofisticiranije i konzis-

tentnije [25].
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4.2 2D supravodici p-tipa

Zbog opsega rada te zbog same Cinjenice da su "sastojci" isti kao za 1D model, ne¢emo
konstruirati efektivnu akciju veé¢ tvrdimo da se efekti blizine tretiraju kao i u 1D modelu, s
trivijalnim modifikacijama [I8]. Preskacdemo na konkretan primjer i promatramo Fu-Kane
model u kojem se supravodljivost p-tipa inducira na rubovima topoloskih izolatora. Na
3D topoloskim izolatorima inducirat ¢e se p + ip vezanje, a na 2D topoloskim izolatorima
dobivamo ekvivalent Kitaeva lanca. Postovat ¢emo dosadasnji redoslijed od nizih prema
visim dimenzijama i detaljno razmotriti 1D model te povuéi paralelu za 2D (Fu-Kane
2007.). Za neke od drugadijih nac¢ina konstrukcije sustava koji podrzavaju Majorane (kao

npr. ugljikove nanocjevé¢ice, Ge/Si nanozice itd.) pogledati [28], [29], [32].

4.3 Fu-Kane model

Topoloski izolator je materijal koji se ponaSa kao izolator u unutrasnjosti, a na povrsini
postoje rubna stanja medusobno povezana T-simetrijom. U 2D sustavima ovo je isto-
vjetno elektronskom plinu u jakom magnetskom polju koje uzrokuje energijski procijep
unutar sustava i vodljivost na rubovima. Dokle god je T simetrija o¢uvana, rasprsenje
izmedu Kramerovih partnera je potisnuto Sto znaci da postoji simetrijom zasti¢ena to-
poloska faza s kvantiziranom vodljivosti (kvantni spinski Hallov efekt). Razlika medu
2D i 3D modelima lezi u Z, topoloskoj invarijanti koja definira osnovno stanje. U 2D
topoloskim izolatorima postoji jedna invarijanta koja razlikuje izolator od kvantne spin-
ske Hallove faze [21I], a u 3D modelima postoje ¢etiri invarijante koje razlikuju izolator
od jake i slabe topoloske faze. Ako je kemijski potencijal unutar energijskog procijepa
izmedu vodljivog i valentnog pojasa@, jedini relevantni stupnjevi slobode su par suprotno
propagirajuc¢ih rubnih stanja u savr§enom tzv. zaklju¢avanju spina i impulsa (engl. spin-
momentum locking) - spin i impuls su ortogonalni. To je posljedica jakog spin-orbita
vezanja - interakcije magnetskog dipolnog momenta elektrona, njegovog angularnog mo-
menta i elektrostatskog polja pozitivnih jezgara. Ova stanja mozemo onda gledati kao 1D
sustave s neparnim brojem Fermijevih tocaka na jednoj polovici Brillouinove zone. U tom
smislu, sustav se ponaSa kao da nema spin. Ocekujemo da efektom blizine na rubovima

2D izolatora induciramo 1D supravodljivost.

26Dokle god Fermijev nivo ne presijeca vodljivi/valentni pojas, spektar ima jedan par Fermijevih tocaka.
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Rubna stanja mozemo opisati jednodimenzionalnim Blochovim hamiltonijanom

Hoprr = Jda:zﬂ (—iv0,0° — p) ¥ (4.31)

gdje je v brzina rubnih stanja, 1 kemijski potencijal, a ¢' stvara &esticu na poziciji z, s
definiranim spinom. Induciranjem supravodljivosti, rubni hamiltonijan se mijenja u
H = Hapr; + Ha

(4.32)
HA = Jd%A (l/}ﬂpl + hC)

Kao i do sada, rjesavanjem jednadzbe svojstvenih vrijednosti dobivamo energije kvazices-

tica

Ey = +/(+vk — p)? + A2) (4.33)

Dakle, hamiltonijan zadan sa opisuje topoloski supravodi¢ ekvivalentan Kitaevom
hamiltonijanu, no sa zadovoljenom T-simetrijom. Osim toga, postoji jedna suptilna, ali
vazna razlika izmedu ovog sustava i idealiziranog Kitaeva modela. Kako 1D supravodlji-
vost induciramo na 2D plohi koja nema rubova, Majorane u topoloskoj fazi ne mozemo
lokalizirati. Kako bi to ué¢inili, osim supravodica, na sustav treba "nalijepiti" i magnetski
izolator koji takoder omoguc¢ava lom T-simetrije koja je potrebna da bi imali nesparene

MZM-ove. Uvodimo Zeemanovo polje koje odmice spin od z-osi

Hy; = —h f dapt o™y (4.34)
pa hamiltonijan glasi
H,:HQDT[+HZ+HA (435)
Svojstvena stanja energije su
e+ (k) = —p £ +/(vk)2 + (A + h)? (4.36)

Kada je A = 0, spektar postaje

er(k) = —p + A/ (vk)? + h? (4.37)
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i ima energijski procijep za k = 0 zahvaljujuéi lomu T-simetrije (slika . Da bi otkrili

fiziku sustava prelazimo u bazuﬂ koja dijagonalizira kineticku energiju

1 = [ 5o {0l 0, () + e (00! (000
S L e )+ 0 (R () + e ] (1.38)

2
FA(R) [ (=R} (k) + he]

gdje je
okA Aglh) = 1 (4.39)

Ap(k) = T s
v (Vk)? + h? (vk)? + h?
Prvi ¢lan u H' opisuje energije vodljivog/valentnog pojasa, drugi ¢lan opisuje vezanje
p-tipa unutar pojasa, a treéi ¢lan opisuje medupojasno BCS vezanje. Do vezanja p-tipa
dolazi zbog toga sto elektroni impulsa k£ i —k, unutar zadanog pojasa, nemaju poredane
spinove pa mogu formirati Cooperov par. Opéenito, Zeemanovo polje ¢e otvoriti procijep
ako je |u| < |h| zbog Cega "lijepljenje" magnetskog izolatora efektivno djeluje kao rezanje

1D 7Zice.

Slika 4.1: Spektar energije uz prisustvo T-simetrije (crvene i plave linije) i spektar s
uklju¢enim Zeemanovim poljem koje lomi simetriju (crne linije).

Zbog Fermi-Diracove statistike, efektivni potencijal, A,, mora producirati neparan paritet
s obzirom da se vezuju elektroni iz istog pojasa. Ovo reflektira ¢injenicu da se spin
elektrona rotira kako mijenjamo impuls od k£ do —k. U limesu h » A te kada se potencijal
i poklapa s donjom granicom gornjeg pojasa (slika, donji pojas ne igra ulogu i moze

se isprojicirati postavljanjem 1_ — 0.

27Spiralna baza (engl. helical basis).

65



Fizikalne implementacije

Kako figuriraju samo impulsi oko k = 0, energiju (4.37) mozemo razviti u red oko nule

v2k? k?
er(k)~(—p+h)+0+ on + = —hefp + sz
¢ 4.40
vAk (4.40)
Ap(k) X A + ... = Aeffk

pa efektivni hamiltonijan u x-prostoru ima sljedeé¢i oblik

o
Hepp = de wl (_Qm - Meﬁ) Yy +

koji opisuje Kitaev model za p = —t. Ista analiza vrijedi kada se p podudara s vrhom

A;ff (=, idythy + hc)) (4.41)

donjeg pojasa. Ovo implicira da se za h » A, na rubu formira trivijalna (jaka) faza
kada je |u| < h i topoloska (slaba) faza kada vrijedi |u| = h. Da bi vidjeli kakva je fizika
sustava za bilo koju vrijednost A i A, promotrit ¢emo svojstvene vrijednosti neprojiciranog

hamiltonijana (4.38))

2 2
B, (k) = \/ A2 4 & ‘5 © (e —e ) AT 2 (4.42)

Ako izoliramo kvazicesti¢ni energijski procijep iz ovog izraza (sve $to nije oc(vk)?) i rijesimo

kvadratnu jednadzbu po h, dobivamo da ¢e procijep iscezavati kada vrijedi

h=~/A2+ 2 (4.43)

Ako usporedimo s prijasnjom analizom za h » A, moZzemo zakljuciti da je rub topoloskog

izolatora 1D topoloski supravodi¢ kada vrijedi tzv. topoloski kriterij

h < /A2 + 2 (4.44)

Sli¢na se ideja moze primjeniti i na 3D topoloske izolatore. 2007. godine, Liang Fu and
Charlie Kane su pokazali kako se kombinacijom efekata blizine i 3D topoloskih izolatora
moze postiéi p + ip supravodljivost u s-tipu supravodic¢a. U simplificiranoj slici, koja je za
nase potrebe dovoljna, mozemo zamisliti spin gore elektrone koji se propagiraju u smjeru
kazaljke sata i Kramerove partnere, spin dolje elektrone, koji se propagiraju u suprotno

kazaljkama sata (slika (4.2 a)). Rubna stanja 3D topoloskog izolatora mogu se opisati
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Diracovim stoScem. Na energijama blizu Fermijevog nivoa, valentni i vodljivi pojas za-
uzimaju oblik donje, odnosno gornje polovice stosca, kao $to je prikazano na slici b)).

Dodirna toc¢ka naziva se Diracova tocka.

(a) - (b) e« ox

[ Dirac elemrm'm"
©) 0>

Slika 4.2: (a) Rubna stanja 2D topoloskog izolatora koja se suprotno propagiraju.
(b) Diracov stozac koji opisuje povrsinska stanja topoloskog izolatora.

Pratimo originalnu ideju [30] i promatramo niskoenergijski Diracov hamiltonijan koji opi-

suje povrsinu topoloskog izolatora
Hsprr = Jd%‘lﬂ [—WF (amay - ayUI) - ,U] v (4.45)

gdje je vp brzina Diracovog stosca, i je kemijski potencijal, a ¢ su Paulijeve matrice u
spinskom prostoru. Kao i do sada, hamiltonijan zapisujemo u matri¢noj formi i trazimo

svojstvene vrijednosti. Dobivamo
e+ (k) = toplk| —p (4.46)

Dakle, hamiltonijan zadan sa (4.45) opisuje povrsinska svojstvena stanja s energijama
e+(k) koja su gornja, odnosno donja grana bezmasenog Diracovog stosca s kona¢nim
helicitetom. Sada "nalijepimo" supravodi¢ s-tipa na izolator i koristeé¢i efekte blizine

induciramo spin-singlet vezanje. Trazimo efektivni hamiltonijan oblika
H.pr = Hsprr + Ha (4.47)

gdje je Ha = [ d*rA (@DMJI + H.c) standardni BCS hamiltonijan.
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Svojstvene vrijednosti efektivnog hamiltonijana su

E+ (k) = €+ (k)2 + A (448)

Kao sto smo i ocekivali, spektar ima energijski procijep, ali priroda stanja razdvojenih
procijepom je netrivijalna. To najbolje mozemo vidjeti ako prijedemo u spiralnu bazu i

izrazimo hamiltonijan u terminima operatora

—idy
(k) = et i\e@ el g, = tan™! (k—> (4.49)

koji dodaju elektrone na gornju, odnosno donju polovicu Diracovog stosca. Hamiltonijan

u Fourierovom transformatu glasi

Hepp = ZJ Tk (K)ol (k)ehs (k) + = (k * iy

5 K] > s(k)s(—k) + h.c.] (4.50)

U ovoj bazi, standardno singletno vezanje s-tipa efektivno se ponasa kao vezanje p-tipa
kada se projecira na spiralne elektrone. Potencijal A veze rezonantne elektrone s impul-
sima k i —k, s obzirom da nose razli¢it spin. Netrivijalni angularni moment Cooperovog
para dolazi od rotacije spina za 27 prilikom kruZenja oko Diracovog stosca. Ako se jedan
od dva spiralna sektora mozZe isprojecirati van (npr. ¥_ — 0), sustav opisan hamiltoni-
janom ({4.50|) je specifi¢na realizacija slabe faze kiralnog p + ip supravodica, opisanog u
poglavlju 3.3, s drugacijom kineti¢kom energijom i potencijalom vezanja. Dakle, povrSina
3D topologkog izolatora formira 2D topoloski supravodic za bilo koju vrijednost kemijskog
potencijala p, koji ne presijeca vodljivu/valentnu vrpcu, s obzirom da spektar kvazicestica
uvijek ima energijski procijep. Rezultiraju¢e 2D supravodljivo stanje razlikuje se
od uobicajenog supravodica u tome $to povrSinska stanja nisu degenerirana zbog spina,
odnosno imaju polovicu stupnjeva slobode normalnog metala. Drugacije receno, ova to-
poloska faza ¢uva T-simetriju (lakse se vidi u originalnoj bazi s ¥11);) 8to osigurava da je
potencijal vezanja A imun na ne-magnetske pojave. Majorane koje se "skrivaju" unutar
supravodljivog stanja otkrivaju se tek nakon loma T-simetrije. Kao i u 1D modelu, je-
dan od nacina kako se to moze posti¢i jest kombinacijom supravodica i feromagnetickog

izolatora Cije Zeemanovo polje odmice spinove od (x,y) ravnine.
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Hamiltonijan koji opisuje rubna stanja ovakvog sustava ¢e biti
H = Hsprr + Hz (451)

gdje je Hy = —hSdr2¢TJZ¢, h = 0 je Zeemanova energija koja modificira spektar kvazi-

Cestica na sljedeci nac¢in (za A = 0)

e (k) = —p + /(WK))Z + h2 (4.52)

pa se na povrsini formiraju stanja onda kada se Fermijev nivo nalazi unutar induciranog
energijskog procijepa u Diracovu stoscu. Inducirani topoloski supravodic¢ u sredistu za-
drzava T-simetriju pa kiralnost rubnih stanja ovisi o tome prema kamo Zeemanovo polje

otkloni spinove (£2).
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5 Majorana modovi i topoloSka kvantna racunala

Obi¢na rac¢unala temelje se na bitovima koji su u jednom od stanja, |[0) ili [1). U kvant-
nim racunalima stanja se mogu nalaziti u superpoziciji sto omogucava kvantnom rac¢unalu
da obavlja istovremeno milijune puta vise operacija od obi¢nog. Problem koji kvantna
fizika uvijek donosi sa sobom jest problem mjerenja. Ako pokuSamo izmjeriti qubit -
jedinicu kvantne informacije (Schumacher 1995. [33]), valna funkcija kolapsira u jedno
od dozvoljenih stanja sto kvantno ra¢unalo pretvara u obi¢no. Problem se teoretski moze
zaobici koriStenjem spregnutih stanja, ali postoji vjestiji nac¢in. Kao $to smo vidjeli u
tre¢em poglavlju, Majorana vezana stanja definiraju dvostruko degenerirano stanje koje
mozemo interpretirati kao qubit. Ovo vodi na zakljucak da 2N Majorana vezanih stanja
definira N qubita, odnosno kvantnu memoriju. Majorana qubit je pohranjen nelokalno
pa se mjerenje ne moze izvrsiti na jednom od vezanih stanja. Upravo nelokalnost, ili dru-
gim rije¢ima imunost na dekoherenciju, obec¢ava kao temelj topoloskih kvantnih rac¢unala.
Mana postoje¢ih racunala jest to $to je tesko sprijeciti sustav od slu¢ajnog "mjerenja
samoga sebe". Ako se prisjetimo, MZM-ovi se nalaze u topologki zasti¢enoj fazi, $to je
drugi razlog zasto se toliko intezivno radi na njihovoj realizaciji. No, §to zapravo mjerimo
kada Zelimo izmjeriti kvantnu informaciju? Mjerenje je adijabatska razmjena Majorana
modova, ili opéenitije, pletenje Majorana modova (engl. braiding). Razmjena modova
vodi na fenomen neabelove statistike koja nema analogiju u Cesti¢noj fizici. Fermioni
zadovoljavaju Fermi-Diracovu statistiku, odnosno, zamjenom dvije Cestice valna funkcija
mijenja predznak

U(ry,ry) = —¥(ra,rq) (5.1)

Sto za posljedicu ima is¢ezavanje valne funkcije kada pokuSamo dovesti dva fermiona na
istu poziciju (Paulijev princip iskljucenja). Takoder, posljedica antisimetri¢nosti valne
funkcije je da kvadrat fermionskog operatora stvaranja mora biti nula. Metodama sta-
tisticke fizike mozemo izvesti Fermi-Diracovu raspodjelu. Za bozone, koji zadovoljavaju
Bose-Einsteinovu statistiku, kvadrat operatora stvaranja stvara identic¢ne Cestice. Nasi

kvaziCesti¢ni operatori, v, zadovoljavaju sljedecu relaciju

%2@ =1 (uvijek) (5.2)
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Dodavanje kvazicestice u stanje koje ve¢ zauzima druga kvaziCestica

YiaYia |0> = 72‘2,04 |0> = |0> (53)

rezultira ponovo vakuumom. Dakle, statisticki gledano, Majorana modovi ne mogu biti
niti fermioni niti bozoni ve¢ ih je ispravno opisivati kao ne-Abelove anione (Isingovi ani-

oni). Proces razmjene kvazi¢estica je unitarna operacija na vektorima stanja

1Va) — Uap [10s) (5.4)

Sto generalizira uobi¢ajeni pojam Fermi-Diracove i Bose-Einsteinove statistike (Nayak i
Wilczek, 1996. [34]; Ivanov, 2001. [36]). Ovakve operacije su upravo ono §to bi kvantno
ra¢unalo trebalo raditi. Postupak mozemo sazeti u tri koraka:

1) Stvaranje: ako se stvori par MZM-ova, oni ¢e biti u osnovnom stanju |0;;) bez dodat-
nih kvazicesti¢nih pobudenja

2) Pletenje: adijabatska zamjena para MZM-ova obavlja kvantni izra¢un

3) Mjerenje: MZM-ovi se dovode prostorno blizu §to dopusta mjerenje informacije po-

hranjene u qubitu.

Kao §to smo (naivno) pretpostavili, 2V puta degenerirano stanje enkodira N qubita. U
sljedecoj sekciji ¢emo pokazati zasto pretpostavka nije u potpunosti tocna s obzirom da
narusava tzv. pravilo superselekcije, a to je i razlog zasto kvantna racunala s neinteragi-

raju¢im fermionima nisu kompletna.

5.1 Fermionska kvantna rac¢unala

Iz principa korespodencije znamo da se za velike kvantne brojeve ocekivana vrijednost
opservable mora ponaSati kao realan broj. Zbog antikomutacijskih relacija fermionskih
operatora, princip korespodencije vodi na antikomutiraju¢e Grassmanove brojeve. Ovo
je razlog zaSto smo prisiljeni ukljuc¢iti samo samo one ¢lanove koji imaju paran broj
fermionskih operatora u hamiltonijanu (ili opéenitije, bilo kojem bozonskom operatoru

A). Posljedica toga je ocuvanje pariteta, P = [ [, Pr(—1)2+" u zatvorenim sustavima

PAP = A zbog Pc;P = —c;
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Ako se prisjetimo, supravodljivi hamiltonijan ¢uva paritet ¢ak i kada broj cCestica nije
o¢uvan. Ovo zapravo predstavlja ograni¢enje na fiziku supravodljivosti i rezultira tzv.
pravilom superselekcije: za dva fermionska stanja u Fockovom prostoru, |[¢,) 1 [1)_), sa

suprotnim paritetom P |14 ) = 1), slijedi

W-| Al = W-|PAP [4) = = (Y-| Al¢py) = 0 (5.5)

za svaku opservablu A. Ovo nam omogucava da se ograni¢imo na jedan sektor s fiksnim
paritetom. Zbog ocCuvanja pariteta, trebamo dva fermionska stanja medusobno lokali-
zirana dovoljno daleko da bi enkodirali jedan qubit. Nadalje, mozemo zakljuciti da od
2V stanja u fermionskom Fockovom prostoru samo 2¥~! njih se moze koristiti u svrhu
kvantnog ra¢unanja. Odavdje je jasno zasto su Majorana modovi u supravodi¢ima p-tipa
idealni kandidati. U nastavku ¢emo pokazati na koji nac¢in kvantna racunala obavljaju
izracune i kako neabelova statistika proizlazi iz zamjene polozaja modova, tj. pletenja.
Promatramo Majorana fermione zarobljene u kvantnim vrtlozima (2D) [36], no takoder
se moze raditi u 1D s tri kvantne Zice spojene u T-oblik (engl. T-junctions) [37]. Tako-
der, tvrdimo da se nadolazeca diskusija moze primjeniti na fizikalne realizacije opisane u

proslom poglavlju.

5.2 Neabelova statistika u dvije dimenzije

Za najjednostavnije Abelove anione, zamjenom ¢estica u smjeru obrnutom od kazaljke na

satu, sustav poprimi fazu koja u principu moze biti bilo koji realan broj
[T Wy = e | Ty, (5.6)

Kada je § = m dobivamo Fermi-Diracovu, odnosno Bose-Einsteinovu statistiku za 6 = 2.
Kao sto ¢emo vidjeti u nastavku, prilikom zamjene Majorana modova, faza sustava e biti
kompleksnija nego u sluc¢aju fermiona/bozona, $to rezultira neabelovom statistikom. Do-
kazivanje ovakve statistike je netrivijalno i zahtijeva analizu adijabatske evolucije valne
funkcije sustava mnostva cCestica i koristenje Berryevih matrica koje povezuju razlicita
osnovna stanja. Na svu srecu, ispostavlja se da je za odredivanje kona¢nog stanja (do
na fazu) dovoljno gledati kako se Majorana operatori transformiraju prilikom zamjene

polozaja.
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Pretpostavimo da imamo degenerirano osnovno stanje od kojeg su pobudena stanja raz-
dvojena energijskim procijepom. Pletenje je lokalno, Sto znac¢i da utjece samo na one
Cestice koje zamjenjujemo. Nadalje, pletenjem Majorana modova sustav mora ostati u
mnogostrukosti osnovnog stanja - pletenje je adijabatska zamjena cCestica. Parametre u
hamiltonijanu treba varirati polako u odnosu na energijski procijep. Evoluciju sustava
moZemo prikazati operatorom vremenske evolucije U(t) = Tea:p(gé dt'h(t")), gdje je T

operator vremenskog uredenja. Operatori se transformiraju na sljede¢i nacin

(1) = U () U (1) (5.7)

Zelimo pokazati kako mozemo pomicati Majorana fermion bez da promijenimo stanje.
Promatramo dva susjedna Majorana fermiona, v; i 7,41, koja evoluiraju u vremenu, pri
. . . . ;L C .

¢emu dobivamo nove Majorana fermione, v; = 7;(t) 1 7/, = 7;41(f). Kako paritet mora
biti ocuvan, slijedi

P = —iviVe1 = —1Vj11 (58)

S obzirom da unitarna transformacija nije utjecala na 7,1, imamo ;41 = 7;,,. lzraz

(5.8) sada glasi

P = —ivivie1 =~V = % = (5.9)

Zakljuc¢ujemo kako je dopusteno pomicati Majorana fermion bez da mijenjamo stanje u
kojem se sustav nalazi. Da bismo dobili grupu pletenja (engl. braiding group), trebamo
nac¢i kako konkretno operatori grupe djeluju na Majorane. Pretpostavimo da imamo
dva kvantna vrtloga u 2D topoloskom supravodic¢u koji zarobljavaju Majorana modove.
Svakom vrtlogu se pridruzuje supravodljiva faza ¢ koja iznosi 27 prilikom kruzenja oko
vrtloga (Berryeva faza). Zbog toga uvodimo tzv. grane branch-cuts i izabiremo da budu
paralelne, kao §to prikazuje slika nize (crtkane linije). Razmjenom vrtloga 11 2 u smjeru
kazaljke na satu vrtlog 1 prelazi preko grane vrtloga 2. Kao posljedicu, Majorana u
vrtlogu 1 dobiva fazni pomak 27. Jednostavnosti radi, recimo da vrtlog zarobljava po
jednu Majorana kvazicesticu, umjesto par pa je mozemo prikazati jednim operatorom

umjesto produktom dvaju operatora®|

Z80vo se moze realizirati korigtenjem kvantnih poluvrtloga [20].
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U tom sluc¢aju, prelaskom vrtloga 1 preko grane vrtloga 2, Majorana operator dobiva fazni

pomak 7, §to rezultira s

T Y2
(5.10)
Y2 N
Zamjena u smjeru suprotnom kazaljke na satu rezultirala bi s
1= V2
(5.11)
T2 N

Slika 5.1: Vizualizacija procesa zamjene Majorana modova. Prilikom prolaska preko grane
(crtkana linija) sustav dobije fazu .

Zamjenu mozemo prikazati operatorima koji djeluju na sljedeé¢i nacin
v — Biy; Bl (5.12)
Operatori permutiranja Majorana modova, tj. pletenja (engl. braiding operators) su

1
— (1 + ’yfyj) smjer kazaljke na satu
V2

1 (5.13)
— (1 —;v;) obrnuto od kazaljke
Na slici b)), vrtlog 1 prelazi oko vrtloga 2, a zatim se vra¢a na pocetni polozaj.
Ovo je topologki ekvivalentno dvije uzastopne zamjene koje mozemo prikazati produktom
operatora

(Bio)* =

(1 +7172) (T +m72) = 5 (1 + 27192 + 71727172)

N | —

(5.14)
(14+2v172—1) =117

N~ N =
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Prema tome, uzastopna zamjena u smjeru kazaljke rezultira s (v = 1, %T =)

M= ()7 () = -m
(5.15)

Yo = (M) 72 () = -

Svaki Majorana operator dobije minus, $to je i o¢ekivano ako promotrimo sliku - M
prelazi preko grane vrtloga 2, a v, prelazi preko grane vrtloga 1. Sljedece Zzelimo vidjeti
kako ovi operatori djeluju na vakuum. Pretpostavimo da se fermion opisan operatorom
¢; moze razdvojiti u par Majorana. Sa |0) oznacit ¢emo vakuumsko stanje na fermionskoj
poziciji ¢;. Prisjetimo se, bazu mozemo transformirati na sljede¢i nacin

(Vi1 — 52)

¢ == (1 +iv2) C; =

J

DN | —
DN | =

Imamo na umu da vrijedi ¢; [0) = 0 i ¢/ |0) = [1). Slijedi

By |0) = \/%(1 +7172) |0

717210 = (e + er)ic] [0)
5.16
—i( el +ecd |0 (5.16)
——
0

—iciel [0) = ey [1) = 7|0)

Stoga mozemo zakljuciti da vrijedi

B2 ]0) = \/%(1 +1) |0)
(5.17)

By |0) = %u —i)[0)

Svojstvene vrijednosti operatora pletenja su +1, kao i za paritet Sto smo i ocekivali.
Nakon §to smo pronasli kako operatori pletenja djeluju na Majorana operatore, cilj je
vidjeti kako neabelova statistika proizlazi iz pletenja modova. Zbog ocuvanja pariteta,
za to nam treba sustav s najmanje Cetiri vrtloga koji zarobljavaju ¢etiri Majorana moda.
Potreba za minimalno ¢etiri Majorana moda je zapravo vrlo prirodna. Proces zamjene ne
moze promijeniti svojstvenu vrijednost operatora broja ¢estica u sustavu sa dva Majorana
moda. Cetiri Majorana moda mozemo opisati fermionskom valnom funkcijom osnovnog

stanja |nins)y, do na fazni faktor.
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Prisustvo/odsustvo ¢estice biti ¢e oznaeno s |00) (vakuum), |01),[10),[11). Kao i do
sada, namjestimo sve grane paralelno tako da zamjenom Majorana 7; i 7,41 (u smjeru
kazaljke) ne prelazimo preko grane preostale dvije Majorane. U ovakvom sustavu, ako

napravimo dvije uzastopne zamjene npr. y; s ¥2 te vo s 3 slijedi
1
B12[00) = NG (1 + 7172)[00)

Y172 [00) =i (c{ + cl) (cI - cl) |00) (5.18)
—; <( ’{)2 +c1c§> 100) = ]00)

pa zakljucujemo

Biz 00y — \%(1 )]0 (5.19)

Zamjena Majorana operatora s i 73
Bas |00) = = (1 + 793) [00)
23 V2 Y273
Y2v3 [00) =i (CJ{ - cl> (cg + 02) 100> (5.20)

= z(<c§c£ + CJ{CQ - clcg - 0102> 100)

Djelovanjem operatora ponistenja na vakuum neki ¢lanovi isc¢ezavaju pa dobivamo
7273 [00) = icfch|00) = i [11) (5.21)

pa slijedi
1

Bas [00) = %

(100Y + i [11)) (5.22)

t bt
7t
Y3l Y1 ’YQ] Y2 ”}"; bl

Slika 5.2: Graficki prikaz pletenja Majorana modova opisanih u tekstu.
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Uzastopnim djelovanjem dvaju operatora dobivamo

BiyBag |00) = 312(\%(\0(» i)

\%(Bm 00) + 9B |11))

- %(1 +1) 00y + %z’(l +7172) |11

N %(1 +14)]00) + %’i(l i} +en)(ep —en) [11) (5:29)
_ %(1 +1) |00) + %i(l +i(c] + ¢1)(0— [01))

— %(1 +1) [00) + %z’(l —i[11))

= S )00 + 1)

pri Gemu smo koristili ¢/ |11) = 0. Sto se dogada ako zamjene napravimo obrnutim

redoslijedom?

1 :
B23B12 |00> = ng\/—§(1 + Z) |00>

1
= —(1+)Bs3/00)
\1@ 1 (5.24)
= —(1+14)(—=(]00)) + 7|11
\@( )(ﬁ(l )) +i[11))
1 1
= 5(1 + i) [00)) + 5(—1 +1)|11))
Ocito je kako nije svejedno kojim redoslijedom napravimo zamjenu.
Komutator operatora pletenja je
[B12, Bas] = 7273 # 0 (5.25)
to jest
[ B2, B23] |00) = [11) (5.26)
Mozemo zapisati genericku formu komutatora generatora grupe pletenja
[Bi—1; Bisiv1] = vi-1%i41 # 0 (5.27)

koji definira neabelovu statistiku - razli¢iti poredak zamjena Majorana modova producira

razli¢ito konacno stanje.
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Sada mozemo postaviti pitanje Sto se ra¢una kao zamjena modova? Ocito ako zamijenimo
71 S Y2, @ Y3 S Y4, zbog ofuvanja pariteta sustav ostaje u istom stanju (lako se provjeri
djelovanjem operatora) pa slijedi

[Bij, Bu] =0 (5.28)

Matematicki, zamjena se dogada kada Majorana mod prijede preko grane koja se definira
proizvoljno pa ovakva definicija nije dobra. Fizikalno, proces zamjene nije opservabla
osim ako se jednom od zamjenjenih Majorana ne pridruzi tre¢a kako bi se formirao par,
tj. fermion, koji je opservabla. Ovo je prikazano na sljedecoj slici koja prikazuje dva

ekvivalentna seta operacija.

Slika 5.3: Desno: Majorana 2 i 3 su zamijenjene (crna linija), a zatim se dovode susjedne
Majorane (ljubi¢asto) kako bi se formirali fermioni koji se mjere.

Lijevo: Nema zamjene modova veé¢ se umjesto toga direktno mjere fermioni koje formiraju
najblize susjedne Majorane (1+3 i 2-+4).

Dvije operacije prikazane na slici (5.3) daju isti rezultat prilikom mjerenja fermionskih
stanja. Prema tome, izratun (zamjena) se moze definirati kao set uzastopnih zamjena ili
definicijom kombinacija parova koji se mjere. Drugi nac¢in definiranja uklanja proizvoljnu

definiciju zamjene koja ovisi o na¢inu na koji izaberemo grane.

Vec¢ smo spomenuli kako zbog o¢uvanja pariteta nije moguée promijeniti stanje sustava
sa jednim parom Majorana modova ve¢ moramo imati najmanje cCetiri moda, ili ekvi-
valentno, dva standardna fermiona s fiksim paritetom za definiciju topoloskog qubita.
Prema tome, mozemo definirati potprostor fiksnog parnog pariteta i definirati qubit sa
0> = [00),|1) = |11). Qubite moZemo prikazati na Blochovoj sferi tako da [0),]1)
predstavljaju sjeverni i juzni pol sfere, respektivno. Stanja reprezentirana suprotnim po-
lovima su ortogonalna. Intuitivno, suprotne tocke na sferi trebale bi imati relativan minus
predznak, no, upravo minus predznak prestavlja globalnu fazu koja nije mjerljiva pa nije

reprezentirana Blochovom sferom.
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Slika 5.4: Blochova sfera. Cista stanja reprezentirana su tockama na sferi, pri cemu qubit
|0) predstavlja sjeverni, a |1) juzni pol.

Bilo koja tocka na sferi moze se prikazati kao superpozicija |0) i [1):
[y = a0+ 811)

gdje koeficijenti zadovoljavaju uvjet normalizacije |a|* + [3]> = 1.

Uobicajeni ansatz je a = cosve, 3 = sinye™

|1y = cosye™ |0) + sinye™ 1)

. 3 ' 3 (5.29)
= #7(cos |0 + sin ye 7= 1))

gdje je " faza koja nije opservabilna, a (7 — ¢) = w. Zelimo povezati parametre v i w sa
sfernim koordinatama (6, ¢). Kako 6 pocinje na sj. polu, na kojem Zelimo imati stanje
10)
[1(0,¢)) = [0) j. pol
[¥(7/2,6)) = 1) j. pol

Moze se provjeriti da je trazeni uvjet ispunjen za v = g iw = ¢. Slijedi
0\ ~ io . (O 5
[¥(8, ¢)) = cos 2 |0) + €' sin 2 1) (5.30)
U bazi {0, 1}, Paulijeve matrice se mogu prikazati kao produkt Majorana operatora

Op = —17273
oy = —imys = —i (5.31)

0, = —1MY2 = —173%4
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U tom slucaju, razli¢ite nacine pletenja mozemo prikazati s rotacijom jednog qubitaf’|

Generatori grupe su
T
B12 = B34 = ¢ ‘19z

T

B23 — e—zza;ﬁ

(5.32)

Pletenjem operatora rotiramo jedan qubit za 7. Preciznije, zamjenom 7 o ili 434 roti-
ramo obi¢ne fermionske operatore pri ¢emu se producira netrivijalni fazni faktor u sta-
njima |ny,ng). Pletenjem v, 3 zamjenjujemo "polovicu’ jednog fermionskog operatora s
'polovicom’ drugog $to rezultira netrivijalnom rotacijom |nj, ny) unutar mnogostrukosti
osnovnog stanja. Ova svojstva karakteriziraju neabelovu statistiku koju mozemo sumirati

recenicom: ako uzastopno mijenjamo poloZaj Majorana modova, konacno stanje ovisi o

redoslijedu zamjena.

2 Eksponenciranjem Paulijevih matrica dobivamo matrice rotacije.
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6 Zakljucak

Koncept Majorana fermiona, uveden 1937. godine, nikad nije bio popularniji. Fizicari iz
sirokih podrucja intezivno rade na detekciji ovakve cCestice, ili kvazicestice, u kontekstu
fizike kondezirane tvari. U cesti¢noj fizici, koja je usko isprepletena s pitanjima koz-
Majorana karaktera jednog od najve¢ih kandidata - neutrina. Potvrdom neutrina kao
Majorana cCestice rijeSilo bi se jedno od najveéih pitanja u kozmologiji - porijeklo asime-
trije materije i antimaterije. Kandidat za odgovor na ovo pitanje je primordijalni proces
koji ukljucuje raspad teskih Majorana neutrina, zajedno s CP naruSenjem u leptonskom
sektoru. Drugo "vruée pitanje" kozmologije je svakako tamna materija. Teorija super-
simetrije zahtijeva postojanje superpartnera koji su Majorana fermioni, a ako su takve
Cestice stabilne, moguéi su konstituenti tamne tvari. Iako su ovo fundamentalna pitanja,
¢iji odgovor bi revolucionirao nase shvac¢anje svemira, o Majoranama se najglasnije raz-
govara u fizici kondezirane tvari i informacijskim tehnologijama. Kao $to smo vidjeli u
prethodnim poglavljima ovog rada, kvazic¢esticna pobudenja u supravodic¢ima p-tipa imaju
sva svojstva Majorana fermiona: neutralne su ¢estice spina 1/2, neraspoznatljive od svojih
anticestica. Pobudenje Majorana kvazicestica na nultoj energiji (MZM-ovi), posljedica je
netrivijalne topologije sustava. Razli¢ite topoloske faze sustava mogu se karakterizirati
topoloskom invarijantom koja broji MZM-ove na rubovima u sustavu s otvorenim rub-
nim uvjetima. U idealiziranim 1D i 2D sluc¢ajevima, opisanim u ovom radu, Majorana
modovi se pojavljuju lokalizirani na krajevima lanca (1D) ili u kvantnim vrtlozima (2D)
uzrokovanim penetracijom magnetskog polja kroz povrsinu supravodica. Kako svaki mod
predstavlja "polovicu" stvarnog fermiona, informacija koja bi se pohranila u takav fermion
bila bi imuna na lokalne perturbacije, sto bi rijeSilo problem dekoherencije u kvantnim
rac¢unalima. Kako su supravodici koji teoretski mogu realizirati Majorana pobudenja ri-
jetki u prirodi i daleko od idealnih kakve teorija pretpostavlja, pravi problem u cijeloj
prici predstavlja konstrukcija sustava od lakse dostupnih "lego kockica". Po uzoru na Fu-
Kane model, koji kombinira topoloske izolatore i supravodice s-tipa, danas postoje mnoge
varijacije na temu koje obecavaju. Kao Sto smo opisali u prethodnom poglavlju rada,
kvantni izracun je zapravo postupak uzastopne zamjene Majorana modova koji je neko-
mutativan - konac¢no stanje ovisi o redoslijedu zamjena, kao da modovi imaju "sjecanje".

Robustnost i kapaciteti potencijalnih topoloskih kvantnih ra¢unala su neusporedivo veci
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nego kod danasnjih. Ova Cinjenica je i razlog zasto se Majorane najaktivnije traze u ovoj
domeni fizike, ¢esto pod sponzorstvom velikih tehnologkih kompanija, poput Microsofta.
O velikim nadama i zeljama fizicara za detekcijom Majorana Cestica, ali i o osjetljivosti
eksperimenta, najbolje govori ¢injenica da je 2018. godine u ¢asopisu Nature objavljen
¢lanak (Zhang, H. et al, Quantized Majorana conductance [39]) o uspjesnoj detekeiji Ma-
jorana modova, a zatim povucen. U spektroskopiji tuneliranja, signal se ocituje kao skok
na nultoj energiji (zero-bias peak, ZBP) koji ostaje na nuli prilikom variranja vanjskog
magnetskog polja i napona koji kontrolira vodljivost. Teorija zahtijeva da ovaj skok bude
kvantiziran na konstantnu vrijednost 2e/h. Upravo ovakav potpis Majorana fermiona
objavljen je 2018. Nekolicina fizi¢ara koji su razvili ovu metodu detekcije (Sergey Frolov,
Vincent Mourik), izrazili su 2019. sumnju u konzistentnost podataka, jer postoje druga
pobudenja koja u odredenim uvjetima oponasSaju robustna Majorana vezana stanja, tzv.
Andreev vezana stanja. Nakon dodatnih eksperimenata i analize podataka preko cijelog
seta parametara, i dalje postoji robustan ZBP, ali nadilazi vrijednost predvidenu teorijom.

U zamjenskom ¢lanku, izdanom 2021., napisali su [40]:

“When the data are replotted over the full parameter range, including ranges that were
not made available earlier, points are outside the 2-sigma [95%] error bars. We can

therefore no longer claim the observation of a quantized Majorana conductance.”

Eleganciju teorije je tesko dosti¢i, a u praksi je tesko posti¢i topoloske faze imune na
smetnju i necistoée, kao i sprijeciti disipaciju energije. U buduc¢nosti bi se svakako trebalo
nastaviti tragati za alternativnim nacinima realizacije Majorana modova, kao i unaprije-
divati postoje¢e. Postoje neki obec¢avajuéi pravci kojih se nismo dotaknuli u radu, kao
npr. Kitaev honeycomb model. U vidu teorije, ona bi se u buduénosti trebala razvijati u

smjeru prilagodavanja realnijim uvjetima, poput konac¢nih temperatura.

Iako vrlo razli¢iti u fizikalnim manifestacijama, Majorana kvazicesticna pobudenja i ne-
utrini ostaju ujedinjeni u opisu kroz Majorana jednadzbu, zbog ¢ega opisana pobudenja
naivno zovemo fermionima. Bez obzira na terminologiju, potvrda postojanja Majorana
kvazicesti¢nih pobudenja oznacila bi pocetak novih tehnologija koje bi neupitno otvorile

nova vrata razvoju znanosti.
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A Dodaci

A.1 Fourierova transformacija Kitaeva hamiltonijana

H Z ,U/Z —ik'al T 1kalc _ Z__Z i(k—k")al

k,k’ =1 kK’
| Nol Nl
Hy = -+ Z ; <e—ikaleik’a(l+1)cl’rcck/ 4 oikall+1) zk’alcTck/>
kk =1
N-1
A Z = (6 ok (L+D=kD f _’_eza(kl—k(l+1))cl’r€ck,>
Lk =1
N-1
_ —t N <eza(k —k:)lezak: CLCk’ + eza(k _k)lelakCLCk/>
Lk l=1
vl (A1)
_ —t Z N (6Z (k k)lCLCk/(emk + e—zak))
kk =1
No1
Hy = _A Z N (ezk alck/ezka(lJrl)Ck + efzka(lJrl)cLefzk alCL/>
ke K/ =1
No1
_ A 2 ~ (eza(k HRD) o) otk 1)+ )CTCL>
kK =1
No1
_ ~A N (eia(k+k')l€iakcklck + e—ia(k-‘rk/)le zakC;LCL)
e,k =1
N )
Koristimo {2 ea:p(%l("T_W)dx = No,m 1 dobivamo sljedece
2
Lot f
H1 = Z iy NNCka/ 5k,k’ = —,uZ Cr.Ck:
ke’
Hy + Hs — _Z 2 (tez(k k)al ik ik’a)czck/ " A(eia(k—&-k’)leikzacklck 4 pialk+k)l —
k k’
= — Z (—]\; ) (t(e_ika + eika> cher + A (eikac_kck + e‘ikachT_k)
k
(A.2)

Kad sve zbrojimo, nakon sredivanja izraza dobivamo hamiltonijan za otvorene rubne

H= Zk: <—u — 2t (1 - %) cos(k:a)> cex

1 : ,
+ A <1 — N) Z (e“‘o‘c_kck + e_lko‘chT_k>

k

uvjete

(A.3)
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Ako promijenimo rubne uvjete (savijemo lanac u cilindar), postupak je isti osim §to ¢lan

% — 1, odnosno u poc¢etnom hamiltonijanu sve sume idu do N. Dobivamo

H = Z ekchk + AZ <eik“c_kck +e ’kachT k> (A.4)
k k

Ovakav izraz nije praktican za daljnji rad, stoga ¢emo drugu sumu rastaviti na dvije - onu

za koju je k = —k te k # —k. Takoder, uzet ¢emo konstantu resetke oo = 1.
A Z ( e + el c,i) + Z (eikc_kck + e_ikchT_k> (A.5)
k=—k ket —k

No prva suma je ionako sadrzana u drugoj pa mozemo pisati

AZ [(cosk — isink) cc_y +(cosk + isink) ¢l +(cosk + isink)c_pci + (cosk — isink)clcl ]

k " A
—C_kCk —cf CT
kC—k

=A 2isink c_pc. —2isinkelc!
D kCh KCo]

—CKC—_k

(A.6)
Konac¢no
Ay = —2@A25mk <ckc e+ Cre k) (A.7)
A.2 Prelazak u polarne koordinate za 2D supravodic¢
Standardnom transformacijom koordinata
r=rcos(d), y=rsin(9), r=/2%+y?
(A.8)
-z ' -y
cos(v) vl sin(?) T
dobivamo
i_@i+8ré‘ _sin(ﬁ)i+ ()i
oz~ a0 Tawar - v a9 W (A.9)
o 090 @i _ COS(ﬁ)i—ksm(ﬂ)ﬁ ’
8y 8y 819 dyor  r oOY or
Clan hamiltonijana 1’ koji prikazuje vezanje parova postaje
. - . . 619 i 7;619
Oy + 10y = [cos(V) + isin(V)]0, + [—sin(V) + Zcos(ﬁ)]7 =e" |0 + — (A.10)
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A.3 Jednadzba svojstvenih vrijednosti za 2D p-ip supravodic¢ u

polarnim koordinatama

Trazimo svojstvene funkcije za sljedec¢u jednadzbu svojstvenih vrijednosti
H(r, 9)x(r,9) = Ex(r,7) (A.11)
S obzirom da radimo u dvije dimenzije, operator angularnog momenta glasi
Lo = —inl (A.12)
h = 1. Parametrizacija svojstvene funkcije je oblika
wn(r) (A.13)
Svojstvene vrijednosti operatora su
Loxn(r) = nxn(r) (A.14)
pa u hamiltonijanu izvrijednjujemo derivacije po ¢
Op — in

—u(r) Ae™ (=0, — 2)
Ha(r) = A r (A.15)
Ae' (0, — 1) u(r)

Rjesavajuéi jednadzbu svojstvenih vrijednosti

—pu(r) —Ae™ 0 ((% + %) ino e~ f +ig) o ind e 2(f +ig)
e = Fe
Ae? (0, — 2) p(r) ¢ (f —ig) R (f —ig)
(A.16)
dobivamo
(E+nA/r)f = —i(u(r) — Ady)g (A17)
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A.4 Identiteti koriSteni u efektivnoj akciji

Grassmannovi brojevi antikomutiraju
0,0, = —0,0; (A.18)

Identitet za integraciju Grassmanovih varijabli glasi (Berezinov integral staze)

<Hfd93d9i> =01 Bt — (]_[ J d@jd&i> e 0 = [Tt = det B (A.19)

Pravilo za konvoluciju Fourierovog transformata (do na faktor normalizacije)

T (A.20)

= | dwf(w)g(-w)

J

Prilikom uzimanja konjugata treba paziti na redoslijed

(6 = [ dac o)
F(t) — ()" il (@)
£(0) = [dwetfrio) (A21)
£1(0) = [ dwe (o)
— (F@)* = fo(-w)
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