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Sazetak

Comptonovo rasprsenje je neelasti¢no rasprsenje fotona na elektronu. U ovom radu
opisano je Comptonovo rasprsenje na slobodnom elektronu, a detaljnije je obradeno
Comptonovo rasprsenje na vezanim sustavima: rasprsenje na atomskom elektronu
. v . . . R v . . k . t s A2 k . .o

i rasprsenje na pozitroniju. RasprSenja su opisana koristeci aproksimaciju s
ravnim valom (Bornova aproksimacija) i Coulombovim valom. U svim ra¢unima
dobiveni su diferencijalni udarni presjeci. Rezultati su prikazani graficki, analizirani

i usporedeni s dostupnim mjerenjima i rezultatima.

Kljuéne rije¢i: Comptonovo rasprsenje, A2 aproksimacija, vezani elektron, diferencijalni

udarni presjek, pozitronij, Bornova aproksimacija, Coulombov val.



Compton scattering from bound systems

Abstract

Compton scattering is the inelastic scattering of a photon from an electron. In
this paper, Compton scattering from a free electron is described, and Compton
scattering from bound systems is treated in more detail: scattering from an atomic
electron and scattering from positronium. Scattering is described using the A2
approximation with a plane wave (Born approximation) and Coulomb wave. In
all calculations, differential cross sections were obtained. The results are presented

graphically, analyzed and compared with available measurements and results.

Keywords: Compton scattering, A% approximation, bound electron, differential cross section,

positronium, Born approximation, Coulomb wave.
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1 Uvod

Comptonovo rasprsenje je neelasticno rasprsenje fotona na elektronu nazvano po A. H.
Comptonu, koji je rasprsenje opisao 1923. godine [1] te pokazao kako se energija fotona sma-
njuje uslijed rasprsenja, Sto se ne moze opisati u okviru klasi¢ne fizike. Prvi racun diferencijal-
nog udarnog presjeka za rasprSenje na mirnom i slobodnom elektronu u okviru kvantne elek-
trodinamike izracunali su 0. B. Klein i Y. N. Nishina 1929. godine [2]. Klein-Nishinina
jednadzba se u limesu niskih energija fotona svodi na elastiécno Thomsonovo rasprsenje [3],

dok za vise energije daje tocniji rezultat od klasi¢nih formula.

Ideju da se Comptonovo rasprsenje prosiri na vezane elektrone predstavlja J. W. M. Du
Mond 1929. godine [4,5]. On opisuje karakteristi¢no Sirenje linije u grafu raspodjele energija
rasprsenog fotona, raspodijeljenih oko energije dobivene Klein-Nishininom formulom. To
sirenje povezuje s raspodjelom momenata elektrona [6]. Njegov pristup poslije je prepoznat
kao nerelativisticka impulsna aproksimacija (NRIA). P. Eisenberger i P. M. Platzman su
1970. godine ponovno izveli nerelativisticku impulsnu aproksimaciju, ali koristeéi pristup

matrice rasprsenja.

Relativisticki doprinos (RIA) opisao je R. Ribberfors 1975. godine [7,8]. Ova aproksi-
macija polazi od relativistickog izraza za rasprsenje fotonskog snopa koji se sudara sa snopom
elektrona. U oba pristupa diferencijalni se udarni presjek moze podijeliti na dva dijela: fak-
tor ovisan o kinematickim i dinamickim svojstvima atomskog Comptonovog rasprsenja, te
tzv. Comptonov profil koji ovisi o raspodjeli momenata elektrona vezanog u atomskim ili
molekulskim sustavima. Comptonov profil moze se izracunati teorijskim izvodima ili ekspe-
rimentalno. Manje opdéenite proracune u relativistickoj impulsnoj aproksimaciji dali su P.

Eisenberger i W. A. Reed [9] te S. Manninen, T. Paakkari i K. Kajante [10].

I. Waller iD. R. Hartree su predlozili da se presjek za vezane elektrone izrac¢una ko-
riste¢i korektivni faktor kojim mnozimo diferencijalni udarni presjek dan Klein-Nishininom
formulom [11]. Korektivni faktor se zove inkoherentna funkcija rasprsenja (,incoherent scat-
tering function®) pa se njihova metoda jo$ naziva ISF pristup. Kao i Comptonov profil,
funkcija rasprsenja moze dati informacije o elektronskim svojstvima vezanog sustava i moze

se takoder odrediti eksperimentalno.

U proteklim desetlje¢éima medu novim pristupima istice se metoda matrice rasprsenja
(,scattering matrix approach®) u kojoj se matrica Comptonovog rasprsenja moze izracu-

nati koristeéi perturbativni razvoj hamiltonijana interakcije, koji opisuje interakciju fotona i



vezanog elektrona [12-14]. Aproksimacije koje proizlaze iz ovog pristupa temelje na nerela-
tivistickom hamiltonijanu interakcije fotona i elektrona, uz uvodenje razli¢itih aproksimacije
valnih funkcija i propagatora zbog pojednostavljenja rac¢una. Ovisno o tome koji ¢lan razvoja
zadrzavamo, razlikujemo A? aproksimaciju i p-A aproksimaciju. U prvom redu racuna smet-
nje p-A ¢lan opisuje emisiju i apsorpciju fotona, dok A? ¢lan opisuje rasprienje, dok u drugom
redu racuna smetnje rasprsenje opisuje p-A clan. A? aproksimacija dobro opisuje spektar u
podrucju komptonskog vrha i Takoder ukljucuje ucinke Sirenja i pomaka vrha prema manjim
energijama. Aproksimacija temeljena na p-A ¢lanu dobro opisuje niskoenergijski dio spektra

(infracrveno podrudje) te podruéje rezonancije.

P. Eisenberger i P. M. Platzman su djelomi¢nim zanemarivanjem potencijala u A2
izraCunali udarni presjek [15]. Takoder, F. Schnaidt, A. Gummel i M. Schumacher svoj rad
zasnivaju na metodi matrice rasprsenja i pritom zadrzavaju samo A? ¢lan [16-18]. Doprinos
drugog p-A ¢lana opisuju M. Gavrila et. al. [19-21]. Za energije upadnog elektrona koje
su mnogo veée od energije vezanja sustava doprinos A2 ¢lana je mnogo veéi od p-A ¢lana. A2
¢lan postaje zanematic pri malim izlaznim energijama fotona ili za male prijenose impulsa,
cak i za velike energije upadnog fotona. Za mirni elektron u poc¢etnom doprinos p-A c¢lana

isCezava, a doprinos A? ¢lana iS¢ezava u dipolnoj aproksimaciji.
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Slika 1.1: Ovisnost trostruko diferenciranog udarnog presjeka o energijama izlaznog fotona. Uoca-
vamo spektar Comptonovog rasprsenja: male energije predstavljaju infracrveni dio spektra, prvi
maksimum je rezonantni dio, a drugi maksimum je komptonski vrh.



Potpuni relativisticki pristup prvi je pokusao I. B. Whittingham [22,23], a kasnije su ga
razviliP. M. Bergstrom, T. Surié¢,R. H. PrattiK. Pisk 1990-ih godina [12,14,24-26]. U
tim su radovima pocetna i zavrsna stanja u atomskim izracunata unutar modela nezavisnih
Cestica (IPA). U tom modelu se jednoelektronska stanja rjesavaju koriste¢i neperturbirani
hamiltonijan, a potencijal za pojedini elektron je dan srednjim poljem potencijala atom-
ske jezgre te interakcijama s drugim vezanim elektronima. Sto se ti¢e matricnog elementa,
on se u nerelativistickom ra¢unu svodi na element Kramers-Heisenberg-Wallerove (KHW)
matrice [27-29]. Model nezavisnih Cestica zanemaruje mnoge efekte elektrona kao sto su ko-
relacije elektron-elektron, ali unato¢ tome uspjesno se primijenjuje na atomskim procesima
kao Sto su fotoefekt, zakocno zracenje i elasti¢no rasprsenje, a uobicajeno se koristi u drugim,
aproksimativnijim tretmanima neelasti¢nog rasprsenja. Jednostruka ionizacija gotovo se uvi-
jek opisuje u IPA aproksimaciji. Trostruko diferencirani udarni presjek u ovom ra¢unu dali
su Z. Kaliman, T. Surié, K. PiskiR. H. Pratt 1998. godine [30]. Na grafu 1.1 mozemo
vidjeti ovisnost trokstrukog diferencijalnog udarnog presjeka rasprsenja o energijama rasprse-
nog fotona, koji predstavlja spektar Comptonovog rasprsenja fotona na vezanom elektronu iz
L2 ljuske. Male energije predstavljaju infracrveni dio spektra. Na oko 80keV uocavamo rezo-
nantni dio, a maksimum oko 200 keV predstavlja komptonski vrh. Vertikalnom isprekidanom

linijom prikazana je energija rasprsenja na mirnom i slobodnom elektronu.

S. Houamer i I. P. Volobuev su opisali Comptonovo rasprsenje visoko-energetskog fo-
tona na vodikovom atomu i izracunat je diferencijalni udarni presjek po energiji elektrona.
Njihovi su rezultati usporedeni s eksperimentalnim podatcima rasprsenja na atomu helija

napravljeni pomocu navedenog uredaja [31].

Pozitron je anticestica elektrona ¢ije je postojanje predvidio Paul Dirac, a otkrio ga je
Carl Anderson 1932. godine. Ima masu jednaku masi elektrona, ali suprotan (pozitivan)
naboj. Fizicar Stjepan Mohorovi&ié teorijski je predvidio postojanje vezanog stanja elek-
trona i pozitrona 1934. godine [32]. Postojanje takvog sustava eksperimentalno je dokazao
Martin Deutsch sredinom 20-og stolje¢a [33] te je taj vezani sustav postao poznat pod na-
zivom pozitronij (Ps). Pozitronij ima masu dvostruko veéu od mase elektrona (1.022 MeV) i
zanemarivo malu energiju vezanja od samo nekoliko eV. Reducirana masa u pozitroniju iznosi
tocno polovicu mase elektrona pa je stoga energija svakoga stanja pozitronija priblizno upola
manja nego energija odgovarajuéeg stanja u vodikovom atomu. Tako je, primjerice, energija

osnovnog stanja pozitronija jednaka —6.8eV.

Pozitronij ima hiperfinu strukturu koja proizlazi iz relativnih orijentacija spinova elek-

trona i pozitrona te tako razlikujemo dva moguca spinska stanja: singlet i triplet, koja se



razlikuju po ukupnom spinu, vremenu raspada te produktu anihilacije. U singletnom stanju
spinovi su postavljeni u suprotnim smjerovima te je ukupni spin jednak nuli (parapozitronij).
Vrijeme poluraspada za ovo stanje iznosi 1.25 - 10710 s, a anihilacijom nastaju dva fotona.
Naprotiv, tripletnom stanju spinovi su postavljeni u istom smjeru te je ukupni spin jednak
jedan (ortopozitronij). Vrijeme poluraspada za ovo stanje iznosi 1.47 - 10~7 s, a anihilacijom

nastaju tri fotona.

Rasprsenje fotona na pozitroniju takoder se moze rac¢unati koristeéi aproksimacije Comp-
tonovog rasprsenja na vezanom elektronu, prilagodene sustavu u kojem umjesto protona

imamo pozitron.

Proteklih godina prijavljeni su ucinci interferencije Youngovog tipa u fotoionizaciji mole-
kule H; koji nastaju zbog rasprsenja fotoelektrona iz dvaju centara [34]. Ué¢inak interferencije
moze se uociti i pri Comptonovom rasprsenju na pozitroniju, gdje se konacno stanje procesa
sastoji od rasprsenog fotona te slobodnog elektrona i pozitrona. Iako je pozitronij sustav
slican vodiku, neelasti¢no rasprsenje fotona na pozitroniju dogada se iz dva centra, za razliku
od rasprsenja na vodiku (uzimajuéi masu protona kao beskonaénu), a rasprSenje se opisuje
s dvije amplitude. Ti ucinci postaju zanemarivi pri dovoljno visokim energijama upada.
Takve pojave pri standardnim izracunima Comptonovog rasprsenja na atomima nema jer se
elektroni obi¢no opisuju kao neovisni u efektivnom potencijalu kojim dominira interakcija
elektron-jezgra (IPA aproksimacija). Ova aproksimacija opcenito je prilicno dobra, osim pri

niskim energijama.

Z. Kaliman, K. PiskiR. H. Pratt su, koristeéi A? ¢lan, izveli opéi izraz za dvostruko
diferencirani udarni presjek za Comptonovo rasprsenje iz dvocesti¢nog vezanog sustava (ne
nuzno jednakih masa Cestica), koji se raspada nakon rasprsenja. Razmatranje je usmjereno
na podruéje Comptonovog vrha, gdje se ocekuje da é¢e AZ? ¢lan biti dovoljan za racunanje
presjeka. [35]. Za energije iznad (10keV) ucinak interferencije je manje vazan te se ukupni
presjek pozitronija podudara se s dvostrukom vrijednosé¢u Klein-Nishinine jednadzbe za te
energije. Opce prihvaceni kriterij za valjanost impulsne aproksimacije je da prijenos impulsa
fotona mnogo veéi od prosjecnog impulsa vezanog elektrona. Medutim, pokazano je da je

podrucje valjanosti IA koja se opaza u vodiku nije opazeno u pozitroniju. [35].

U svom radu I. S. Stepantsov isti¢e se kako se rasprsenje na pozitroniju moze proma-
trati na slican nacin kao i rasprsenje na atomu vodika, isticuéi razlike u njihovom vremenu
raspada i masi, te izvodi diferencijalni udarni presjek po energiji elektrona na pozitroniju [36],

voden sli¢nim ra¢unom za rasprsenje na vezanom elektronu [37].



Organizacija rada:

U ovom radu predstavit ¢emo Comptonovo rasprsenje fotona na gibaju¢em i mirujuéem
slobodnom elektronu, nekoliko aproksimacija za rasprsenje fotona na vezanom elektronu te

rasprienje fotona na pozitroniju u A% aproksimaciji. Rad ¢e biti organiziran na iduéi naéin:

U drugom poglavlju bit ¢e opisan kratki povijesni pregled Thomsonovog i Comptonovog

rasprsenja te definiran sustav mjernih jedinica koristen u ovom radu.

U tre¢em poglavlju bit ée obradena tema neelasticnog Comptonovog rasprsenja na slo-
bodnom mirujuéem i gibajuéem elektronu. Takoder ée biti predstavljene jednadzbe za ener-
giju rasprsenog fotona o kutu rasprsenja, graficki prikazani rezultati za diferencijalni udarni
presjek te usporedeni s elasticnim Thomsonovim rasprsenjem fotona na slobodnom elek-
tronu. Dodatno ¢e biti izracunate funkcije gustoce vjerojatnosti kao funkcija kuta rasprsenja
i kao funkcija energije, slijedom, te prikazane graficki. Integracija ¢e se provesti racunski
u programu Python. Na kraju poglavlja bit ¢e opisano Comptonovo rasprsenje na vezanom
elektronu u aproksimaciji slobodnih elektrona te ¢e biti prikazana Klein-Nishinina jednadzba,
koju ¢éemo poslije koristiti kao referentnu vrijednost za prikazivanje i tumacenje ostalih aprok-

simacije.

U cCetvrtom poglavlju bit ¢e opisane neke od aproksimacija rasprsenja na vezanom elek-
tronu, kao sto su Waller-Hartree aproksimacija, impulsna aproksimacija i aproksimacija ma-
trice rasprenja. Zatim ¢e biti izvedeni diferencijalni udarni presjeci po energiji fotona u A?
aproksimaciji s ravnim valom (Bornova aproksimacija) za elektron u osnovnom stanju te za
pobudena stanja (L i M ljuske), te ée biti izracunati diferencijalni udarni presjek i potpuni
udarni presjek po energiji elektrona i graficki prikazani u usporedbi s rezultatima iz [14].
Takoder ¢e biti izvedeni diferencijalni udarni presjeci po energiji fotona u A2 aproksimaciji s
Coulombovim valom za elektron u osnovnom stanju. U istoj aproksimaciji ¢e biti izracunati
diferencijalni udarni presjeci za dva pobudena stanja (L1, M1). Dobiveni rezultati za TDCS
i DDCS bit ée graficki usporedeni za dvije navedene A2 aproksimacije (ravni i Coulombov

val).

Naposlijetku, u petom poglavlju bit ¢e opisano rasprsenje fotona na pozitroniju u osnov-
nom stanju te izvedeni diferencijalni udarni presjeci po energiji fotona i po energiji elektrona,
slijedom. Dobiveni rezultati bit ¢e prikazani graficki i usporedeni s rezultatima iz [36]. Na
kraju ovog poglavlja jos ée biti izracunati diferencijalni udarni presjeci za dva pobudena
stanja pozitronija te ¢e biti graficki prikazani u usporedbi s pobudenim stanjima vodikovog

atoma.



2 O Comptonovom rasprsenju

Ranih 1920. godina u znantvenim se krugovima intenzivno raspravljalo o ¢esti¢noj pri-
rodi svjetlosti koju sugerira fotoelektri¢ni efekt. Jedan od vaznijih eksperimenata u fizici je
Comptonovo rasprsenje koje potvrduje ¢esti¢nu prirodu elektromagnetskih valova. Ovaj kla-
si¢ni problem raprsenja svjetlosti na nabijenoj Cestici proucavao je isprva J. J. Thomson [3].
Njegova klasi¢na formula udarnog presjeka uzeta je s pretpostavkom da frekvencija raspr-
senih valova mora biti ista kao i upadna frekvencija. U niskoenergetskoj granici, elektri¢no
polje upadnog vala ubrzava nabijenu cesticu, te ona zauzvrat emitira zracenje iste frekvencije
kao i upadni val. U prirodnom sustavu mjernih jedinica (i = ¢ = ¢y = 1) Thomsonov udarni
presjek je dan s ,

Pthomson = 5t . (2.1)
gdje je & =~ 1/137 konstanta fine strukture, a m masa elektrona. VaZna znacajka jest da je

presjek neovisan o frekvenciji fotona. Uz definiciju klasi¢nog elektronskog polumjera

o2

o
Te = = —
dom m

(2.2)

proizlazi da je udarni presjek proporcionalan kvadratu klasi¢nog elektronskog polumjera

81 ,
e

OUThomson — ?T . (23)

Ali 1923. godine Compton je eksperimentalno otkrio da rasprSeni valovi koji su u interakciji
s materijom smanjuju svoju energiju i uzrokuju pomak valne duljine upadnog zracenja. Pro-
matrao je rasprsenje rendgenskih zraka na elektronima u uglji¢noj meti i pronasao rasprsene
rendgenske zrake veéih valnih duljina (odnosno, manjih energija) od onih koje upadaju na
metu. Nadalje je pokazao da usvajanje Einsteinove ideje o svjetlosnim kvantima (fotonima),
uz ocuvanje energije i impulsa kvantitativno dovodi do nize frekvencije rasprsenih valova.
Takva pojava ne moze se objasniti klasicnom teorijom Thomsonovog rasprsenja i mora se
objasniti kvantnom mehanikom. RasprSeni foton ima veéu valnu duljinu A (stoga i nizu

energiju E i frekvenciju v) prema Planckovom odnosu

E=hv= (2.4)

h
T
Comptonov eksperiment dao je jasne dokaze ponasanja slicnog Cesticama, kao Sto to sugerira

i fotoelektri¢ni ucinak. Za svoje oktrice Compton je 1927. dobio Nobelovu nagradu.



Planckova konstanta h jedna je od najvaznijih konstanti u fizici koja predstavlja omjer
energije kvanta elektromagnetskoga zracenja i frekvencije toga zracenja. Dimenzija konstante

je prema E =h - v jednaka:

[h] = = — (2.5)

iz ¢ega zaklju¢ujemo da vrijedi

[h] =[r] - [p] = [L], (2.6)
gdje je L angularni moment. Ta veza omogucuje nam zakljuciti da svakoj cestici mase m
mozemo pridruziti pripadajué¢u duljinu 7 na iduéi nacin:

=—=A 2.
r=--=Ac (2.7)

gdje je Ac Comptonova valna, a ¢ brzina svjetlosti u vakuumu. Comptonova valna duljina se

definira kao valna duljina fotona koji ima energiju jednaku energiji mirovanja cestice. Vrijedi
2 h _
me-=E,=hv=— —=A=—=Ac. (2.8)
mc

Ta veli¢ina ima i eksperimentalne primjene u fizici visokih energija: Ako elektron ozrac¢imo
fotonom valne duljine jednake Comptonovoj valnoj duljini elektrona, foton ¢e imati energiju
jednaku energiji mirovanja elektrona. Comptonova valna duljina elektrona mase m, jednaka
je

Ac(elektron) =

~ 2426 fm (2.9)

eC

sto je oko 22 puta manje od Bohrovog polumjera. Reducirana Comptonova valna duljina je

h
Ae=-—. (2.10)

U prirodnom sustavu mjernih jedinica, Comptonova valna duljina prikaz je mase koja je
pretvorena u energiju. Jednadzbe koje se odnose na pretvorbu mase u energiju, ili na valne
duljine fotona u interakciji s masom, koriste nereduciranu Comptonovu valnu duljinu. Napro-
tiv, jednadzbe koje se odnose na inercijsku masu, poput Klein-Gordonove i Schrédingerove,

koriste reduciranu Comptonovu valnu duljinu.



3 Comptonovo rasprsenje na slobodnom elektronu

J. J. Thomson opisao je rasprsenje fotona na slobodnom i mirujuéem elektronu u granic-

nom slucaju kad je energija fotona mnogo manja od energije mirovanja elektrona
hv < mec?. (3.11)

Takvo rasprsenje naziva se koherentno, elasti¢no ili Thomsonovo rasprsenje. A. H. Compton
prosirio je klasicnu Thomsonovu teoriju o rasprsenju fotona na slucajeve kad je energija fotona
priblizna ili ve¢a od energije mirovanja elektrona. RasprsSenje fotona takvih energija naziva

se nekoherentno, neelasti¢no ili Comptonovo rasprsenje [1].

Energija mirovanja elektrona je oko 0.511MeV pa Comptonovo rasprsenje opazamo za
rendgenske i gama zrake. Raspodjela energije za neki zadani kutom rasprsenja 6 naziva se
Comptonov profil, a moze nam dati informaciju o komponenti momenta elektrona projiciranu
duz smjera rasprsenja. Kada se elektron krece, u Comptonovom profilu opaza se i Dopplerovo
sirenje. Promjena valne duljine, kao i promjena energije fotona moze se dobiti primjenom

zakona o oCuvanja energije i impulsa na proces rasprsenja [38].

Slika 3.1: Comptonovo rasprsenje fotona na elektronu. Fotoni koji stizu iz infinitezimalnog podru-
¢ja povrsine do rasprsuju se u prostorni kut dQ) otklonjen za 6 + df od pravca upadnog fotona.
Rasprsenje posjeduje azimutalnu simetriju u odnosu na kut ¢.



3.1 Rasprsenje na gibajuéem elektronu

Foton energije hw; sudara se s elektronom pod kutom « te se rasprSuje pod kutom 6.
Pritom mu se energija smanjuje na hwf. Zbog jednostavnosti, rasprSenje promatramo u
nerelativistickom rezimu te za kineticku energiju elektrona koristimo klasi¢ni oblik. Impulsi
upadnog i rasprsenog fotona su %i i %j, a elektrona pp i po. Skica rasprSenja prikazana je na

slici 3.2.

Zakon ocCuvanja energije glasi

ri P
ki+%:kf+%, (3.12)

gdje je m masa elektrona. Zakon ocuvanja impulsa glasi

—

ki + p1 = ks + Po. (3.13)

Iz (3.13) slijedi
p% = (ki — kf)2 + 2kikf(1 —cosf) + p% —2p1 -E, (3.14)

gdje je k= %f — k; vektor rasprsenja (prijenos impulsa). Skalarni umnozak iz (3.14) jednak

je Pl(k)k gdje je p1(x) projekcija impulsa elektrona na smjer vektora rasprsenja, dok modul

vektora rasprSenja mozemo prema slici 3.2b racunati kao k = \/ klz + kaf — 2kikscosf. Prvi
¢lan na desnoj strani jednadzbe (3.14) zanemarivo malen u odnosu na module vektora k; i k¢

pa ga izostavljamo. Konaéno dobivamo

p5 = 2kik (1 — cos) + pi — 2py k. (3.15)

Iz (3.12) slijedi
p% = p%+2m(ki —kf). (3.16)

Izjednac¢avanjem (3.15) i (3.16) uz (2.7) te uzimajuéi u obzir da je k =27 /A dobivamo

A*
AL = A — A = Ac(1 — cosb) —pl%, (3.17)

gdje je A" = \/ Al.z + A} —2AiAfcosf. Promjena valne duljine fotona prilikom rasprsenja na

elektronu je funkcija kuta rasprsenja fotona 6.



Zamjenom A =27 /w u (3.17) dobivamo za energiju izlaznog fotona

-1
w; Piaokes
=w;i|1+—(1- 0) — ——— , 3.18
wy w,( —I—m( cos®) - (3.18)
gdje je
* wWiws
w* = . (3.19)
\/wiz + cu% — 2w;wycosb
U limesu niskih energija iw < mc? i malih brzina piyk/m < c (3.18) prelazi u
wf = wj 1—&(1—c059)+w (3.20)
f l m mw* )’ '

Za sve kutove rasprsenja 8 < 0° dobivamo pomak prema veéim valnim duljinama, kako je pri-
kazano na slici 3.3. Linija na A; odgovara valnoj duljini upadnog snopa fotona. Comptonov
vrh nalazi se na Ay i odgovara valnoj duljini rasprsenog fotona. Dvije valne duljine su razdvo-
jene za AA, Sto izravno ovisi o kutu rasprsenja 0 rasprsenog fotona. Povecanje valne duljine
A\ uslijed smanjenja energije fotona naziva se Comptonov pomak i maksimalan je za kut
6 = 7. Ako se elektron prilikom rasprsenja kretao, linija koja odgovara valnoj duljini A bit ¢e
prosirena zbog Dopplerovog ucinka, a prosirenje je proporcionalno projekciji impulsa pl(k)k
na smjer rasprienja. U jednadzbi (3.17) prvi ¢lan na desnoj strani opisuje pomak emisijske
linije prema veéim valnim duljinama uslijed smanjenja energije fotona prilikom rasprsenja na

elektronu, dok je posljednji ¢lan Dopplerovo prosirenje linije uslijed kretanja elektrona.

(a) (b)

Slika 3.2: Comptonovo rasprSenje na nerelativistickom elektronu. (a) Upadni foton valne duljine
A; nakon rasprsenja na elektronu ima veéu valnu duljinu )tf. (b) Valni vektori fotona k; i k]- i
elektrona Py i po.
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Intenzitet [arb.j.]

Intenzitet [arb.j.]

Intenzitet [arb.j.]

Intenzitet [arb.j.]
A

Sl ]

(d) 6 =135°

Slika 3.3: Grafovi ovisnosti intenziteta zracenja o valnoj duljini za proizvoljne kutove rasprsenja
0. Povecanjem kuta rasprsenja se valna duljina rasprsenog fotona Af pomoce za AA prema vecoj
valnoj duljini u odnosu na valnu duljinu upadnog fotona A; prema jednadzbi (3.17). Linija je
prosirena zbog kretanja elektrona.
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3.2 Rasprsenje na mirujué¢em elektronu

Ako elektron pocetno miruje u odnosu na upadajuéi foton, ra¢un se pojednostavljuje jer je
valni vektor elektrona p; jednak nuli. Prema slici 3.4 te koristeéi relativisticki oblik energije

elektrona, zakoni oCuvanja energije i impulsa su

ki—l—m:kf—l—w(m)z—i—p%, El:Ef+ﬁz (3.21)

Kao u prethodnom slucaju, izlucivanjem p% iz obje jednadzbe u (3.21) te izjednacavanjem,
dobivamo

ki - kf = %klkf(l — COSQ). (3.22)

Zatim zamjenom k =27t/ A iz (3.22) slijedi jednadzba poveéanja valne duljine fotona nakon

rasprsenja na miruju¢em elektronu
AN = )\f — )\i = Ac(l - COSQ). (323)
Koristeéi A =27 /w u (3.23) dobivamo za energiju izlaznog fotona
wp=aw; (1+ (1~ 9))_1 3.24
= w; - cos . (3.24)
U limesu niskih energija fiw < mc? (3.24) prelazi u
wr=w; (1— (1~ cosh) (3.25)
= w; ( - cos ) .

1 moze se aproksimirati Thomsonovim elasti¢nim rasprsenjem pri kojem je w = w; —wy = 0.
Jasno se vidi da su jednadzbe (3.23), (3.24) i (3.25) specijalni slucajevi opcéenitih jednadzbi
(3.17), (3.18) i (3.20) uz () = 0.

(a) (b)

Slika 3.4: Comptonovo rasprsenje na miruju¢em elektronu. (a) Upadni foton valne duljine A; nakon
rasprsenja na elektronu ima vecu valnu duljinu Ay. (b) Valni vektori fotona k; i k;j i elektrona pa.

12



3.2.1 Klein-Nishinina jednadzba

Diferencijalni udarni presjek po prostornom kutu rasprsenog fotona, za rasprSenje na
miruju¢em elektronu u ovisnosti o energijama fotona prije i poslije rasprsenja dan je Klein-
Nishininom [2] formulom

do 12 (wp\* [wr  w; .,
dQ_2<wi> Ui%—w—f—smf), (3.26)

Koriste¢i (3.25) i pokratu 57 = ¢ (omjer energije fotona i energije mirovanja elektrona) izra-

zavamo diferencijalni presjek po prostornom kutu fotona kao funkciju kuta rasprsenja 6

2
dizri ! 2[1+C0829+
dQ 2 [145(1 - cosb)]

17%(1 — cosf)?
14+7(1—-cosb) |’

(3.27)

Za elastitni sluéaj wy = w; jednadzba (3.26) se svodi na Thomsonov diferencijalni udarni
presjek
do ) r2 )
— = (14 cos~0). (3.28)
(dQ Thomson 2

Zbog pretpostavljene azimutalne simetrije korisno je vidjeti i diferencijalni udarni presjek po

infinitezimalnom kutu rasprsenja d6. Za totalni udarni presjek vrijedi

do
c= /dcr— mdﬂ. (3.29)

Koriste¢i dQ) = sinf d6 d¢ iz (3.29) slijedi

27'(7'(d nd
v o B do .
U—O/O/dQ sinf do d¢—27r0 10 sinf do. (3.30)

Usporedbom s ¢ = [ Z—gd@ iz (3.30) zaklju¢ujemo da je

do do

Sad se iz (3.27) moze dobiti
do sinf ) 17%(1 — cos6)?
= =T1,TT 1+ cos™0 + . 3.32
a0 14 4(1 - cosh)]? 1+n(1—cosb) (32
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e

Diferencijalni udarni presjek

1 1 1
0 45° 90° 135° 180°

Slika 3.5: Diferencijalni udarni presjeci do/dQ) te do/d@ u ovisnosti o kutu rasprsenja 0 za foton
energije 70keV.

Presjek 5—6 opisuje vjerojatnost da ¢e foton zavrsiti u jednom odredenom detektoru ¢iji
je polozaj opisan infinitezimalnim prostornim kutom d() pod kojim se vidi iz sredista sfere
(slika 3.1), a koji se nalazi negdje na sferi s koordinatama (r, 6, ¢). Najveca vjerojatnost je
za detektor koji se nalazi ravno naprijed (0 = 0°) i detektor straga (8 = 180°, backscattering).
Buduéi da je rasprsenje azimutalno simetri¢no, presjek Z—g opisuje vjerojatnost neovisnu o
kutu ¢. Tad za zadani kut 6 najvise detektora ima blize ekvatoru (6 = 90°), a najmanje
(tocno jedan detektor) na polovima (6 =0°,180°). Zato je vjerojatnost rasprsenja po kutu 6

najmanja za 8 = 0°,180°, a maksimalna za kutove prvog kvadranta (3.5).

Integriranjem se dobije totalni udarni presjek

o=2mr

2{1+'7[2(1+'7) 1 1 HB’”} (3.33)

—=In(1+27)| + ;—In(1+27y) —
U limesu 17 — 0 iz (3.27) dobiva se (3.28), a iz (3.33) dobiva se Thomsonov udarni presjek

8
UThomson = limo = 7-[73 ~ 66.5 fmz- (3.34)
7—0 3

Takvo asimptotsko ponasanje diferencijalnog udarnog presjeka te totalnog udarnog presjeka

u ovisnosti o 77 prikazano je na slici 3.6.
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Slika 3.6: Asimptotsko ponasanje diferencijalnog udarnog presjeka do/dQ) i totalnog udarnog
presjeka o za razlicite vrijednosti 7 = (w;)/(m). (a) Diferencijalni udarni presjek do/dQ) u limesu
1 — 0 prelazi u Thomsonov diferencijalni udarni presjek, na grafu iscrtan isprekidanom linijom.
(b) Totalni udarni presjek ¢ u limesu 17 — 0 poprima vrijednost jednaku Thomsonovom udarnom
presjeku or, a u limesu # — oo asimptotski se priblizava nuli. Pri vrijednosti od otprilike # = 200 sto
odgovara energiji fotona od oko 100MeV Comptonovo zracenje prestaje biti dominantni mehanizam
interakcije zraCenja i materije. Za fotone energije veée od dvostruke energije mirovanja elektrona
(1.022MeV) moze doéi do stvaranja para elektron-pozitron i to ¢e biti dominantna vrsta interakcije
pri energijama iznad nekoliko MeV [39].
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3.3 Funkcija gustoée vjerojatnosti f(0)

Diferencijalni udarni presjek do/d() nosi informaciju o udjelu ukupnog broja rasprsenih
Cestica koje izlaze pod dijelom prostornog kuta dQ). Puni prostorni kut (sva moguéa ras-
prsenja) je f dQ) = 47 i predstavlja oplosje sfere jedini¢nog polumjera. Eksperimentalno,
informacije o rasprsenju mogu se dobiti postavljanjem detektora na razlic¢ite kutove (6, ¢)
kojima je zadatak prikupljati rasprsene Cestice i mjeriti stopu rasprsenja. Medutim, diferen-
cijalni udarni presjek ne moze dati informaciju o vjerojatnosti rasprsenja za neki proizvoljno
odabrani kut 6. Stoga se definira funkcija gustoée vjerojatnosti rasprsenja kao funkcija kuta
8, a zbog pretpostavljene sferne simetrije neovisna o ¢. Ako je ulazni snop uniforman, pret-

postavljamo

£(6) Zi;. (3.35)

Iz uvjeta normalizacije foﬂf(G)dG =1 proizlazi da je

f(0) = (1721(;‘ (3.36)

Dalje, funkciju gustoée vjerojatnosti zelimo izraziti pomocu diferencijalnog udarnog presjeka

do/dQ), jer taj izraz poznamo od ranije. Iz (3.36) i (3.31) proizlazi

£(0) = 27‘((175851119. (3.37)

Fukcija gustoée vjerojatnosti sad je izrazena pomocu diferencijalnog udarnog presjeka. Ko-

ristedi (3.27) i (3.33) dobivamo

U [17262 — (e —1) (e +2e + 2)} (47% + 41 + 1) sinf
£0) = - : (339)
(e — 1) [A —Bln(2y+ 1)}

gdje jee=cos —1, A=2y*+187° + 1672 + 45 i B= —4n* + 4% + 159 + 105 + 2.

Totalni udarni presjek kao i funkcija gustoée vjerojatnosti mogu se lakse i brze izra-
¢unati koristeéi neki programski alat. U ovom radu za tu svrhu koristen je programski kod
napravljen u jeziku Python te kod za konstruiranje grafa 3.7 napravljenog koristeé¢i paket
matplotlib. Integriranje i racunanje limesa takoder je sprovedeno u tim programima. Inte-
gral funkcije gustocée vjerojatnosti po njenoj domeni, prema definiciji, mora davati 1, a to je

i potvrdeno programskim integriranjem.
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Slika 3.7: Graf ovisnosti funkcije gustoée vjerojatnosti f(6) o kutu rasprsenja 6 za razli¢ite vri-
jednosti 77. Za grani¢ni slu¢aj kad foton ima energiju jednaku energiji mirovanja elektrona (y = 1)
najveca vjerojatnost rasprsenja dogada se za kut od priblizno 771/36 (ili oko 35°). (a) Povedava-
njem energije upadnog fotona, najveca vjerojatnost rasprsenja pomice se prema manjim kutovima,
a u limesu y — oo ultravisokoenergetski foton se ne rasprsuje. (b) U polarnom sustavu vjerojat-
nost rasprsenja dana je radijalnom udaljenoséu. Povecanjem energije fotona najveca vjerojatnost
pomice se prema manjim kutovima.
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3.4 Energija i funkcija gustoée vjerojatnosti f(E)
Ulazni foton energije w; se u neelasti¢cnom rezimu rasprsuje na elektronu energije m < w;.
Energija izlaznog fotona wy dana je jednadzbom:

wr= i
F 71591 = cosb)

(3.39)

Dio energije w; prenosi se na elektron pa je kineticka energija elektrona nakon rasprsenja E

dana s:
7(1 — cosb)
7(1—cosf)+1

E= wi; — a)f = Wi (340)

Kao i u prethodnom poglavlju, zgodno je promotriti funkciju gustoce vjerojatnosti, ovaj put

izrazenu kao funkciju energije. Uz pretpostavku da je ulazni snop uniforman, slijedi

F(E) o 12, (3.41)

Iz uvjeta normalizacije fonf(E) dE =1 proizlazi da je

1ldo
E)=——. 3.42
F(E) =% (3.42)
Posto su jednadzbe (3.39) i (3.40) oblika E(0) te posto je poznat presjek do/d6 dan s (3.32),

prethodnu jednadzbu zapisujemo u obliku

1
F(E) = i% (‘ZZ?) . (3.43)

Energija izlaznog fotona te kineticka energija elektrona prikazane su graficki u ovisnosti o kutu
rasprsenja 6 (slika 3.8). Foton koji kroz mjesto sudara prolazi gotovo nerasprsen (6 = 0°)
saCuvat ¢e vedéinu svoje pocetne energije. Naprotiv, foton koji se odbije unatrag (6 ~ 180°)
vedinu svoje pocetne energije predat ¢e elektronu, ali nikad svu energiju (slika 3.8a, 3.8¢c). U
elasticnom rezimu (7 — 0) upadni foton ne predaje elektronu energiju pa je energija izlaznog
fotona gotovo nepromijenjena, a elektronova kineticka energija je jednaka nuli, gotovo neo-
visno o kutu rasprsenja 6. Za vece vrijednosti 77 foton predaje dio energije elektronu, a taj
udio predane energije je vedi $to je 6 blize 180° (slika 3.8b, 3.8d). Za male vrijednosti 77 foton
¢e s velikom vjerojatnoséu zadrzati svu svoju pocCetnu energiju, a elektron neée preuzeti nje-
govu energiju (slika 3.9a). Povecanjem energije ulaznog fotona raste vjerojatnost da elektron
preuzme dio energije ulaznog fotona (slika 3.9b, 3.9¢), a za slucaj visokoenergetskog fotona

elektron ¢e s visokom vjerojatnoséu preuzeti gotovo svu energiju ulaznog fotona (slika 3.9d).
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(a) Foton: Energija izlaznog fotona wy u ovis-
nosti o kutu rasprsenja 0 za tri razli¢ite vri-
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(c) Elektron: Energija elektrona E u ovisnosti
o kutu rasprsenja 6 za tri razli¢ite vrijednosti
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(b) Foton: Omjer energije izlaznog fotona
i ulaznog fotona w f/ w; u ovisnosti o kutu
rasprsenja 0 za pet razli¢itih vrijednosti 7.
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(d) Elektron: Omjer kineticke energije
elektrona i ulaznog fotona E/w; u ovis-
nosti o kutu rasprsenja 0 za pet razlicitih
vrijednosti 7.

Slika 3.8: Grafovi ovisnosti energije izlaznog fotona i kineticke energije elektrona u ovisnosti o kutu

rasprsenja.
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Slika 3.9: Grafovi ovisnosti gustoée vjerojatnosti energije izlaznog fotona i izlaznog elektrona u
ovisnosti o postotku energije ulaznog fotona za razli¢ite vrijednosti %, gdje je y = hw;/ (mcz).
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3.5 Aproksimacija slobodnih elektrona (FEA)

U kvantnoj elektrodinamici (QED 1) se interakcija izmedu fotona i elektrona izrazava se
kao perturbativni razvoj u red, gdje je svaki ¢lan viSeg reda predstavljen Feynmanovim dija-
gramom te ima dodatni vrh. Feynmanovi dijagrami su slikovni prikaz amplituda M reakcija
(rasprsenja ili raspada), a koriste se za brze i preglednije ra¢unanje udarnog presjeka presjeka
tih procesa. Clanovi vieg reda nazivaju se radijacijskim korekcijama jer oni ukljucuju vise
virtualnih fotona koji posreduju u interakcijama izmedu vrhova. Prema konvenciji, vrijeme
na dijagramima tece s lijeva na desno, pravila za iS¢itavanje elemenata dijagrama opisana su
u dodatku A. Od 1920-ih ulozeni su veliki napori da se razviju teorijske metode proracuna za
Comptonov proces rasprsenja. Najjednostavniji pristup je aproksimacija slobodnih elektrona
(FEA?), koju su prvi razvili O. Klein i Y. Nishina 1929. godine. U FEA pristupu, elektroni
u atomskim ili molekularnim sustavima tretiraju se kao slobodni elektroni. Vezanje atoma,
korelacije elektrona, gibanje elektrona oko atomske jezgre i drugi ucinci mnogih tijela izos-
tavljeni su radi jednostavnosti. Atomsko vezanje moze se zanemariti ako je energija upadnog
fotona mnogo veca od ostalih energija ukljucenih u proces rasprsenja. Uz pretpostavku da je
elektron slobodan i da miruje, presjek izracunat u najnizem stupnju rezultira dobro poznatom

Klein-Nishininom formulom za DCS? po elektronu.

U FEA pristupu, kona¢na energija fotona wy nakon rasprsenja je potpuno odredena ku-
tom rasprsenja 8 u Comptonovom procesu rasprsenja. Ta ovisnost bit ¢e predstavljena u
nastavku ovog poglavlja u obliku veé¢ spomenute Klein-Nishinine jednadzbe. Aproksimacija
slobodnog elektrona postala je standard za Comptonov u¢inak u mnogim udzbenicima, ali je
u svojoj naravi previse jednostavna te daje vrlo malo informacija o elektronskim strukturama
i svojstvima materijala mete. Takoder, kutna raspodjela diferencijalnog udarnog presjeka
dana Klein-Nishininom jednadzbom neovisna je o raspodjeli impulsa elektrona u materijalu
mete. Ubrzo nakon sto su O. Klein i Y. Nishina formulirali FEA pristup pojavili su se i
drugi pristupi koji razmatraju vezane strukture u atomima i molekulama te uklju¢uju ucinke
kretanja elektrona oko atomskih jezgri u prorac¢un Comptonovog rasprsenja. Atomski efekti
i gibanje elektrona daju neizbjezne ucinke na proces rasprsenja. Stoga ¢e takvi pristupi biti

obradeni u idu¢em poglavlju.

Lakronim od engl. quantum electrodynamics
2akronim od engl. free electron approzimation
3akronim od engl. differential cross section
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Na slici 3.10 prikazani su Feynmanovi dijagrami najnizeg reda za Comptonovo rasprse-
nje. Svaki pojedina¢ni Feynmanov dijagram predstavlja zasebnu amplitudu, a tocan DCS

dobivamo uzimajuéi u obzir sve amplitude koje dopridonose rasprsenju.

- Na slici 3.10.a) prikazan je Feynmanov dijagram koji opisuje proces u kojem je elektron
prvo apsorbirao foton momenta k i polarizacijskog vektora €, a zatim emitirao foton
momenta k’ i polarizacijskog vektora €*. Amplituda rasprSenja u ovom slucaju je M4

("absorption first”).

- Na slici 3.10.b) prikazan je Feynmanov dijagram koji opisuje proces u kojem je elektron
prvo emitirao foton momenta k’ i polarizacijskog vektora €*, a zatim apsorbirao foton
momenta k i polarizacijskog vektora €. Amplituda rasprsenja u ovom slucaju je Mg

("emission first”).
Ukupni matri¢ni element jednak je
M =My + Mk. (3.44)
Naznacit ¢emo da su odgovarajuéi ¢etveroimpulsi upadnog elektrona i fotona

p=("p), K=Kk, (3.45)

kao i ¢etveroimpulsi za izlazni elektron, odnosno foton

p=(p"p), K=(KK). (3.46)

200 2P

e e e
(a) (b)

Slika 3.10: Feynmanovi dijagrami najnizeg reda koji doprinose Comptonovom rasprsenju. Ulazni
i izlazni moment elektrona su p; i py, a fotona k; i ky. Izmedu vrhova je elektronski propagator.
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3.5.1 Kvadrat matricnog elementa

Koristeéi Feynmanova pravila za QED*, moZemo izrac¢unati elemente amplituda koje od-
govaraju dijagramima na slici 3.10.a) i 3.10.b) prilicno jednostavno. Stoga mozemo prije

zapisati odgovarajuce elemente na iduéi nacin:

p+Kk+m

Ma=T1u(p') (iey") e, (K') eI (iey") ey (K)u(p), (3.47)
M =(p") (o). ) (L Ger') ey (K )u(p). (3.48)

Ukupni matriéni element amplitude je prema (3.44) jednak

V(P EEmy oy (p— K+ m)y

— 2 k(1] (] ] 4
M e ey(k)ev(k)u(p) (p+k)2—m2 (p_k/)z_ u(p) (3 9)
Nazivnike u zagradi rjesavamo koristec¢i algebru cetverovektora,
(p+k)?2—m?=2p-k, (p—K)Y2-—m2=-2p-k. (3.50)
Brojnik prvog ¢lana u zagradi (3.49) svodi se na
Y p+Kk+m)y" ="k o (p +m)y”
=7k (Y e+ m)y
=7y (Y e+ mot)
="K+ 928" py = 1"V py +m7Y) (3.51)

=YEy" + 9" (20" = (Y py — ”Z)
=0

=y kyY +29%p",

gdje ¢lan u zagradi predzadnjeg retka prepoznajemo kao Diracovu jednadzbu koja is¢ezava

[40]. Analogno, brojnik drugog ¢lana u zagradi amplitude (3.49) postaje
Y (p— K +m)yt = —q k't + 29" ph. (3.52)

Uz (3.50) , (3.51) i (3.52) amplituda postaje

PRy +290p" Kyt 429 ph
TORY TP TR TP u(p).

M =é e (K) e (k) u(p') 2p -k - 2p-K

(3.53)

4Dodatak B
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U nekim su eksperimentima takoder navedeni spinovi upadnog i izlaznog elektrona te
polarizacije fotona. U tom slucaju u izraz za amplitudu treba uvrstiti i odgovarajucée spinore
i vektore polarizacije. Veli¢ina koja je potrebna za racunanje udarnog presjeka je | M|2. Me-
dutim, ako su u eksperimentu orijentacije snopova cestica nasumicni te samo brojimo cestice
rasprsene u odredenom smjeru, onda je relevantna veli¢ina prosje¢na vrijednost svih pocetnih

konfiguracija spina sumirana preko svih konac¢nih konfiguracija spina, (|M]?). Vrijedi

(IM]?) ZIMI2 (3.54)

Faktor % je ukljucen jer zelimo prosjek za pocetne spinove, a bududi da postoje dvije Cestice,

od kojih je svaka s dva moguce spina, prosjek je ¢etvrtina sume. Slijedi

1 /
(M%) = ¢ Z{ k) es(K') e (k) -
oo [ R 29—y R 429 :
u(p') [ 2p -k - 2pF } u(p) (3.55)
oy [T 2907 KT 290
) | TR - SRR i

Dalje primjenjujemo tzv. Casimirov trik® koji gornju jednadzbu svodi na izra¢unavanje traga

produkata < matrica.

oy _ 1 4 ' / K29 KA =290
<’M| >_ 46 8us vo Tr (;ﬂ —f—ﬂ’l) 2}7 k + 2]7 %

(3.56)

’ng’)"s + 2,),5;717 ,Yék/,ya _ Z,Yapé
(;ﬂ—i_m) |: 2Pk + 2p‘k/ :

Unutar traga imamo produkt cetiriju ¢lanova kojeg sredivanjem mozemo razdijeliti na cetiri

jednostavnija traga,

4
o [ A B C D
MO =Z \a@rme T e ner @ " rRer  @prp O
gdje je
5Dodatak C
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A=Tr[(p 4 m)(Y" k" +29"p") (p + m) (vo Ky +27up0)]
B="Tr[(p' +m) (v k" +29"p") (p + m) (v, K vv = 270pp)], (3.58)
) ) )]

(
C:Tr[ V/+m ’YVKIVH—ZWVP”)(P+’” (vokyu +2vupv) ],
)

(
D=Tr[(p +m)(y k9" —29"p")(p +m) (VK 70 — 270p4)] -

Lako se moze pokazati da vrijedi A{k' — —k,jt <> v} =D te B{k' - —k,yu <> v} = C. Sredi-
vanjem 7y matrica i racunanjem tragova, dobivamo

A=16 [2m4+2m2p-k+2(p-k)(p-k’)],

B =8 |4m* +2m? p-k—2m*cp K| = C, (3.59)

D=16 [2m4—2m2p-k’+2(p-k)(p-k’)].

Amplituda (3.57) sad postaje

4 4 2 /
2 _ € 2m 2m=p-k  2(p-k)(p-K)
M= 416[<2P‘k)2+(2?9‘k)2+ (2p-k)?
4m* 2m?p - k 2m?p - K

+ (3.60)

2pRO@pK) @pREpK)  @pREp k)
2m* 2m?p - k' 2(p-k)(p-k’)]

2p-K)>  (2p-Kk)? (2p-K')?

Uz sredivanje, dobivamo konac¢no

0 _oa|lP K Pk (11 4L_12
(IM|7) = 2e [p‘k+p-k’+2m <p-k T +m bk pi) | (3.61)

U laboratorijskom sustavu ¢emo promotriti slucaj kad foton pogodi mirujuéi elektron (7 =0).
Shema rasprienja u x — z ravnini prikazana je na slici 3.11. Cetvrto-momenti upadnog/iz-

laznog fotona i elektrona su:

p=(m, 0),
k = (wi, cuii') ,
P/ — (E/, ﬁ/> ,

k' = (wf, wyssing, 0, wscosh).

(3.62)
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Za umnozak Cetveroimpulsa elektrona i fotona vrijedi
p-k=mw;,

i analogno
p-k =mwy,
gdje su w; 1 wy energije upadnog, odnosno izlaznog fotona.

Uvrstavamo dobivene umnoske u jednadzbu (3.61) i dobivamo

f | Wi

s (Gog) (G d)
—+ —42m|———)4+m[———) |.
wi (,Uf Wi (df Wi a)f

Primjenjujemo zakon oc¢uvanja momenta na laboratorijski sustav na slici 3.11

(IMP) =26

(P =p+k—K)=p"+2p(k— k) —2kK

— m(w; — wy) = wiws(1 — coso).

Rekonstruiramo isti rezultat dobiven u jednadzbi (3.24)

Nakon uvrstavanja u (3.65) dobivamo

w .

(IMP)=2¢* A 2(1—cosf) + (1 — c059)2]
Wi wf
w .

=2t —f—i—& —sin29].

Wi (/Jf

Prije: Poslije: P

e
k e
Y ® e
p g
k.’
Y

Slika 3.11: Comptonovo rasprsenje u laboratorijskom sustavu mirujuéeg elektrona.
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3.5.2 Udarni presjek

Opéa formula za diferencijalni udarni presjek dana je s [41]

(M?

do= 1720
7 = 2EA2Ep 0

dIl,, (3.69)

gdje sus A i B indeksirane dvije ulazne cestice (Ep i Ep su njihove energije, a 0o = |04 — 3|
njihova relativna brzina), a n je broj cestica u kona¢nom stanju. Integral faznog prostora

nad kona¢nim stanjima ima oblik

/dnn: (H/// d3pf3 2115 ) 270%™ (pi — L_py), (3.70)

gdje je p; ukupni ulazni ¢etveroimpuls. Za ra¢unanje udarnog presjeka potrebno je promotriti

kinematiku rasprsenja u odredenom sustavu. Najcéescée se koristi laboratorijski sustav u kojem
je elektron pocetno u mirovanju (slika 3.11). Cetveroimpulsi su dani s (3.62). U tom sustavu

je integral faznog prostora za n = 2 konacne cestice jednak

/ il = /// o /// T L m)ts® (yf +K = p— k) (3.71)
2= ] @np 2w ] GrpaE! P P=a- '

Koristimo

4K = |K'|2d|K'|dQ, (3.72)

a koristedi svojstvo integrala Diracove é-funkcije, integral po d°p’ is¢ezava uz 6G). Slijedi

1 4O
/de / 24E/ fdwf

(3.73)
) (c + \/m2 + w? + a)j% — 2wjwycost — w; — m> )
Koristimo svojstvo integrala d-funkcije
t
[ st =y L (3.74)
1

i

gdje su t; one vrijednosti t za koje je h(t) =0, a |I'(t;)| #0. Argument § funkcije prepozna-
jemo kao h(wy), a kao rjesenje jednadzbe h(wys) =0 dobivamo (3.24).
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Slijedi
-1

wy Q) a)f—wiCOSQ
/ a1l = / 2m)2 4 <1+ E )

/wf a0 (E' + ws — wjcosh) |~ -

(3.75)

Iz zakona ocuvanja energije znamo da vrijedi E' + wp=m+ w;.

/dl‘[z / wf) df[ (1+2 (1—cos9))}_l, (3.76)

gdje posljednji ¢lan prepoznajemo iz (3.24), jer je u FEA pristupu, energija fotona konacnog
stanja ¢ nakon procesa rasprsenja u potpunosti je odredena kutom rasprsenja 6 u Compto-

novom procesu rasprsenja,

/dH —/ L (3.77)
27 [ 162 mew; ’

Sad mozemo (3.68) i (3.77) i vy = 1 uvrstiti natrag u (3.69) i dobiti

do et Wi\ [wy  wi .,
d()_327r2mz<wi> [wﬁwf‘sm - (3.78)

Uz definiciju konstante fine strukture i klasi¢nog elektronskog polumjera (2.2) rekonstru-
iramo ve¢ poznatu Klein-Nishininu jednadzbu (3.26) izvedenu u prethodnom poglavlju, a
koja predstavlja diferencijalni udarni presjek za Comptonovo rasprsenje u aproksimaciji slo-

bodnih elektrona

do 2o\ @ w
(m) 2<) [wﬁwf‘sm"' (3.79)

Y

Slika 3.12: Comptonovo rasprsenje u sustavu centra mase.
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3.5.3 Nisko i visoko-energetski limesi

U limesu niskih energija kad je energija upadnog fotona jako mala (w; — 0), Klein-
Nishinina jednadzba poprima oblik ws/w; — 1 pa se diferencijalni udarni presjek svodi na

Thomsonovu formulu (3.28).

Naprotiv, za visoko-energetski limes Comptonovog diferencijalnog udarnog presjeka korisno

je promotriti kinematiku rasprsenja u sustavu centra mase (CM). Cetveroimpulsi su dani s

P:(E/ O/ 0/ _wC)I
k= (WC/ 0, 0, wc)/

(3.80)
p' = (E, —wesinb,, 0, —wccosb),

k' = (we, wesinb., 0, wecosb.),

gdje su w, i 6, energija fotona, odnosno kut rasprsenja u sustavu centra mase. Vrijedi

p-k=w.(E+w),
(3.81)

p k' = we(E+ wecosb,).

Promotrit ¢emo posebno kut rasprsenja 6 = 7t. Za takve kuteve u jednadzbi (3.61) prevladava

samo prvi ¢lan, dok su drugi reda O(1) ili manji [41]. Uz (3.81) dobivamo

2 4 Pk s EAwe
~ 2 =2 ——. .
(M) ¢ p-kK ¢ E + wccos b, (3.82)
Diferencijalni udarni presjek u sustavu centra mase je dan s [41]
do pal
- P (MP). (3.83)

dQ~ 2E 2Ep vy (27)2 4 E.

Uz (3.82), Upe) =2, pa = We, Ea =E, Ep = wc i Ec = (E + w.) za kutove 6 ~ 7 diferencijalni

udarni presjek jednak je

do _ «
dQ)  4E(E + wccosb.)’

(3.84)

U visokoenergetskoj granici E > m nazivnik iScezava.
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4 Comptonovo rasprsenje na atomskom elektronu

Comptonovom rasprsenju se konvencionalno pristupa koristenjem Klein-Nishina formule
u okviru aproksimacije slobodnog elektrona (FEA 9). Klein-Nishina formula savr$eno opisuje
proces u visoko-energetskoj regiji, gdje su elektroni asimptotski slobodni. Medutim, u nisko-
energetskoj regiji, gdje su prisutni u¢inci atomskog vezivanja, FEA postaje neprikladan model

i Klein-Nishina formula ne uspijeva objasniti eksperimentalne rezultate [12].

Pocetno stanje se sastoji od upadnog fotona 7; i vezanog elektrona, a konac¢no stanje od
rasprsenog fotona 7y, izlaznog elektrona i ioniziranog atoma. Comptonovo rasprsenje na

atomu izrazava se kao slijedi

Yi+A — e + AT (4.1)

Tad moramo uzimati u obzir i u¢inke koje atom ima na elektron, pa se takva situacija mora
opisati u okviru kvantne elektrodinamike i prikladnih aproksimacija, o kojima ¢e biti govora

u idu¢em poglavlju.

Diferencijalni udarni presjek za rasprsenje na vezanom elektronu moze se racunati s po-
veéanjem stupnja osjetljivosti, pa tako razlikujemo dvostruko diferencirane udarne presjeke
(DDCS 7) i trostruko diferencirane udarne presjeke (TDCS #). Trostruko diferencirani udarni
presjek racuna se u ovisnosti o diferencijalnim elementima prostornog kuta koji definiraju
smjer rasprsenog fotona dQ) i elektrona d() te o diferencijalnom elementu energije rasprse-
nog fotona dwy

o
TDCS = ———. 4.2
Integriranjem (4.2) po prostornom kutu dQ)’ koji definira smjer rasprienog elektrona dobi-
vamo dvostruko diferencirani udarni presjek,
d*c
dewf'

DDCS = (4.3)

Ako ne mjerimo recoil iona, procesu rasprsenja na vezanom elektronu vrijedi samo zakon ocu-
vanja energije. Zbog masivne jezgre u odnosu na masu elektrona, ne vrijedi zakon ocuvanja

impulsa, ¢ime se gubi veza izmedu smjera rasprsenog fotona i izlaznog elektrona.

6akronim od engl. free electron approzimation
Takronim od engl. doubly differential cross section
8akronim od engl. triply differential cross section
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4.1 Waller-Hartree aproksimacija (WH)

Najjednostavniji model za rasprsenje fotona na vezanom elektronu dan je s Waller-Hartree
(WH) aproksimacijom [11]. Efekti vezanja se uklope u udarni presjek definiran Klein-Nishini-

nom formulom (3.79) tako da ga mnozimo s inkoherentnom funkcijom rasprsenja S(k,Z)

Sy

gdje je 7; polozaj j-tog elektrona, Z je broj elektrona (tj. atomski broj), k=k — Ef je vektor

definiramo kao )

S(kZ)=1Y, , (4.4)

e>0

Z k7
E el -}’j
j=1

prijenosa impulsa tijekom sudara, a %i i %f su impulsi ulaznog i rasprsenog fotona, slijedom.

Iznos vektora k je

k= \/wlz + w% — 2wjwy cosb. (4.5)

Osnovno stanje atoma predstavlja |0), a pobudeno ili ionizirano stanje je (€|. Diferenci-

jalni udarni presjek u rezimu Waller-Hartree aproksimacije postaje

(16) = (183) 62 (4.6)

Funkcija rasprsenja S se moze izracunati pomocu polu-empirijskih formula ili se moze
interpolirati iz tablica”. Rubne vrijednosti funkcije rasprsenja su S(0,Z) =01i S(c0,Z) = Z.
Nekoherentna funkcija rasprsenja monotono raste od nule pri malim prijenosima momenta,

do Z pri velikim prijenosima momenta, kad se aproksimacije WH i FEA slazu.

Usporedba FEA i WH aproksimacije prikazana je na slici 4.1 na primjeru atoma bakra
(Z =29) i upadnog fotona energije w; = 70keV. FEA aproksimacija predstavljena je Klein-
Nishininom jednadzbom, a za teorijsku krivulju u WH aproksimaciji koristena je funkcija
S(0) interpolirana na temelju tabli¢nih vrijednosti za atom bakra [42]. U FEA aproksimaciji
najvedi diferencijalni udarni presjek ocekujemo za frontalno rasprsenje (6 = 0°), dok u WH
aproksimaciji diferencijalni udarni presjek is¢ezava kako kut rasprsenja tezi prema nuli. Eks-
perimentalni rezultati za rasprsenje fotona na atomu bakra [43] pokazuju odli¢no slaganje s

WH aproksimacijom.

Yhttps://www-nds.iaea.org/epdl97/ Ova biblioteka uklju¢uje podatke o interakciji fotona za sve elemente s
atomskim brojem izmedu Z=1 (vodik) i Z=100 (fermij). U biblioteci se moze pronaéi i podatak o nekoherentnoj
funkciji rasprsenja.
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N 4 Eksperimentalni podatci
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0

Slika 4.1: Usporedba diferencijalnog udarnog presjeka do/dQ) u teorijskoj FEA aproksimaciji i WH
aproksimaciji [42] te eksperimentalni podatci [43] za rasprSenje fotona energije 70keV na vezanom
elektronu atoma bakra (Z=29).
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4.2 TImpulsna aproksimacija (IA)

U rezimu impulsne aproksimacije uzimaju se u obzir efekti vezanja elektrona u atomu
i gibanja elektrona u atomu koja prethode sudaru s fotonom. Zbog kretanja oko jezgre
vezani elektroni imaju gustoéu raspodjele momenta p(¢). Hipoteza impulsne aproksimacije
je da elektrone vezane u atomu mozemo tretirati kao slobodne elektrone s istom raspodjelom
gustoée momenta. Sudar upadnog fotona i vezanog elektrona dogada se jako brzo pa se utjecaj
drugih elektrona u ovoj aproksimaciji zanemaruje. Aproksimacija je valjana u slucajevima

kad je prijenos impulsa fotona mnogo veéi od prosjetnog momenta vezanog elektrona. [44].

Dvostruki udarni presjek (DDCS) u TA aproksimaciji dan je s

ppﬁ( ) X 6 (E+w; — E' —wy), (4.7)
<dewf> // dQdwy ) f

gdje je su wj, wy i () energija ulaznog fotona te energija i prostorni kut rasprsenog fotona,
slijedom, dok su E i E’ su energije elektrona prije i nakon rasprsenja. Pritom DDCS u FEA

aproksimaciji dobivamo deriviranjem jednadzbe (3.79) po izlaznim energijama fotona wy [45]

d* AN A R
<d()dwf>FEA_2<wi> {wi-l-wf-l-él(ei-ef) —2| x4 (wf —we), (4.8)

gdje su €; i € polarizacijski vektori upadnog i rasprsenog fotona, a wc je energija izlaznog

fotona dana jednadzbom (3.24).

U rezultatima FEA, zbog Diracove delta funkcije (w = wc) u jednadzbi (4.8), spektar
DDCS-a je vertikalna linija koja se nalazi na takozvanoj Comptonovoj energiji wg. Ta linija,
koja se jos naziva Comptonova linija, prikazana je na slici 4.2. Jednadzba (4.7) moze se
promatrati kao osnovno polaziste IA pristupa, a razli¢ite inacice IA tretmana postizu se

primjenom razli¢itih numerickih shema potrebnih za izra¢unavanje jednadzbe (4.7).

Prethodno spomenuti uéinci vezanja atoma i kretanje elektrona prije sudara ¢ine rezultate
IA znacajno drugadijima od rezultata FEA aproksimacije. U pretpostavkama FEA postoji
veza izmedu konacne energije fotona wy = wc i kuta rasprsenja 0, dok u IA pristupu, zbog
gibanja elektrona oko atomske jezgre, energija rasprsenog fotona wy ne moze se u potpunosti
odrediti njegovim kutom rasprsenja 6 kao u FEA aproksimaciji. Stoga u IA aproksimaciji
za odredeni kut rasprsenja 6, energija rasprsenog fotona ima distribuciju s maksimumom pri
Comptonovoj energiji wc, koja je dana jednadzbom (3.24), tvoreéi takozvani Comptonov vrh

u spektru dvostrukog diferencijalnog presjeka.
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Na slici 4.2 moze se vidjeti shematska usporedba dvostrukog diferencijalnog udarnog pre-
sjeka u FEA i [A pristupima. Comptonov vrh u A pristupu moze se tumaciti kao Dopplerov
ucinak Sirenja Comptonove linije centrirane oko Comptonve energije wc nastao zbog gibanja

vezanih elektrona oko atomskih jezgri [46,47].

T
Comptonov vrh A — 1A

: -—- FEA
1
1
1
|
|
|
|
c 1
S l
= 3 1
= |
1
1
1
1
|
|
|
|
Comptonova linija :
1
1
wc

w

Slika 4.2: Usporedba dvostrukog diferencijalnog udarnog presjeka za zadani kut rasprsenja 6 u
FEA aproksimaciji (vertikalna isprekidana linija na energiji jednakoj wc) te IA aproksimaciji, gdje
se uocava Dopplerovo Sirenje oko wc.

4.2.1 Nerelativisticka impulsna aproksimacija (NRIA)

Nerelativisticka impulsna aproksimacija (NRIA) oslanja se na dinamicka i kinematicka
svojstva Comptonovog rasrpSenja u nerelativistickom rezimu [4-6]. U NRIA, DDCS Comp-

tonovog rasprsenja dan je s

(dza) _rem
dewf NRIA 2 q

gdje je m masa elektrona, a g je magnituda vektora prijenosa momenta, dana s (4.5). Ako se

(1+cos?8) J(p-), (4.9)

ORS

meta sastoji od elektrona s raspodjelom gustoée momenta p(¢), DDCS ée biti proporcionalan
projekciji J(pz) u koordinatnom sustavu u kojem vektor rasprSenja definira z-os. Faktor
J(p2) potjece iz mnogocesti¢nih uéinaka u atomskog ili molekulskom sustavu, a jo$ se naziva

Comptonov profil [48]. Definira se kao

I(p:) = [[ p(Pdpsp, (4.10)
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gdje su py, py i p. Kartezijeve komponente momenta 7. Comptonov profil posebno opisuje
elektronska svojstva u atomskim i molekulskim sustavima i proucavan je detaljnije u domeni

fizike ¢vrstog stanja.
Konkretno, z-komponenta momenta dana je s

_ m{wi —wp) (4.11)

Pz = q

N

Ako je raspodjela momenata sferno simetri¢na, sto je ¢esto slucaj u atomskim sustavima,

jednadzba (4.10) se svodi na

(o]

J(pz) = 27T/ po(p)dp. (4.12)

[Pz

Uvodenjem faktora Ynria = r2m w(1 + cos?0)/ (2qw;) jednadzba (4.9) svodi se na

d*c )
—_— :YNRIA . ](pz) (4.13)
(de“’f NRIA

Jednadzbu mozemo tumaciti na idudi nacin: faktor Yngria opisuje dinamicka i kinematicka
svojstva rasprSenja u nerelativistickoj granici, a faktor J(p;) (Comptonov profil) opisuje mno-

gocesticne efekte u atomskom sustavu.

U 1970-ima, P. Eisenberger i P. M. Platzman ponovno su izveli NRIA formulaciju na temelju
toénijeg pristupa matrice rasprsenja (SM), o kojoj ¢e biti govora poslije. Pokazano je da se

NRIA moze promatrati kao aproksimacija vodeé¢eg reda SM pristupa [15].

4.2.2 Relativisticka impulsna aproksimacija (RIA)

U relativistickoj aproksimaciji [7,8] DDCS dan je prema (4.7) s

Ao r2m? wy ) Kl/Kf) /
(i) =" e [l £ =g xe(Era—E ), g

gdje su funkcije K; i Ky definirane kao

-

Ki=E-wi—p-k,
Kf=E wf— ks (4.15)

= K; — wjwg(1 — cosh),
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a jezgrena funkcija X(Ki,Kf) je dana s

K | Kp (1 1 L1 12

Integracija u jednadzbi (4.14) je po svim komponentama momenta p (px, py, pz), ali ako
uvedemo takav koordinatni sustav u kojem ¢e smjer prijenosa momenta k usmjeren uzduz osi
z onda jednadzbe (4.16) mozemo aproksimirati s
wi(w; — wscosO)p;

T ,
Kf(pz) =Ki(pz) — cuz-wf(l — cosf),

~ Ki(pz) | Kg(p2)
X(P2) = K (o) T Kilpe) (4.17)

+an <Ki(1pz) - Kf(1PZ)>2
o (Ki(lpz) N Kf(lpz)> ’

gdje je E(pz) = \/m? + p2, a z-komponenta impulsa je

Ki(pz) = wiE(pz) +

. — wiwy(1 ~ cosf) . Ep:)(wi —wy) (4.18)

U granici p; — 0 dobiva se Klein-Nishinina vrijdnost (3.26)

L w
X(p: — 0) = C‘Z + ;f — sin?0. (4.19)
1

Sad se DDCS impulsne aproksimacije u relativistickom rezimu svodi na

Y 1’3 m? wg
(deWf>RIA T 2kE(ps) w; X(pz) J(p2)- (4.20)

Uvodenjem faktora Yria = 2 m* ws X(p2)/(2k E(pz)w;) jednadzba (4.20) svodi se na

d*o
<deCUf>RIA = YRIA . ](Pz) (4.21)

Usporedbom s (4.13) vidimo da se DDCS ponovno moze razdijeliti na dva dijela: faktor Ygria
opisuje dinamicka i kinematicka svojstva rasprsenja u relativistickoj granici, a faktor J(p;)

je Comptonov profil.
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4.3 Aproksimacija matrice rasprsenja (SM)

Matrica rasprsenja (SM 10 matrica) predstavlja niz matematickih veli¢ina koje povezuju
pocetno i konacno stanje fizickog sustava koji prolazi kroz proces rasprSenja i predvidaju
vjerojatnosti svih moguéih ishoda. Pojedinac¢ni elementi u S-matrici poznati su kao amplitude
rasprsenja M potrebne za ra¢unanje udarnog presjeka. U SM pristupu takoder su obuhvadéeni
efekti vezanja elektrona u atomu kao i mnogocesti¢ni ucinci, ali mnogo detaljnije nego u
ranije spomenutim pristupima (FEA i IA) [13]. Zbog te prednosti SM pristup moze sluziti
kao svojevrsna provjera valjanosti FEA i TA aproksimacija te odredivanje granica njihove
validnosti [49,50]. SM aproksimacijom mogu se obuhvatiti sva podruéja spektra: Comptonska
linija i vrh, rezonantno Raman-Comptonovo rasprsenje i infracrvene divergencije na niskim
energijama rasprsenog fotona. Medutim, neke aproksimacije su ipak uzete u obzir, kao Sto

su zanemarivanje pobudenja jezgre i nelinearni u¢inci ovisni o gusto¢i fotona [51].
U SM pristupu se DDCS Comptonovog rasprsenja moze odrediti kao

2

d’c )
) < |Mgl, (4.22)
<dean SM
gdje je My; <‘I’f’7—[1}‘I’i>, a Hp je hamiltonijan interakcije u atomskim ili molekulskim
sustavima koji opisuje elektromagnetsku interakciju izmedu vezanih elektrona i fotonskih
polja. Dvije osnovne podjele temeljene na hamiltonijanu interakcije su nerelativisticka i

relativisticka teorija.

Ako s A oznacimo vektorski potencijal upadnih fotona, a s p; moment i-tog elektrona

(i € [1,N]), u nerelativistickom slucaju hamiltonijan interakcije dan je s

N

HNR = 1; %AQ — —FitAl. (4.23)
Prvi ¢lan u gornjoj jednadzbi nazivamo A? ¢lanom [16-18], a drugi p-A ¢lanom [19-21].
Vise govora o njima bit ¢ée u idué¢im poglavljima. Zadrzavanje samo prvog clana je tzv.
A? aproksimacija koja dobro opisuje Comptonski spektar u podru¢ju Comptonskog vrha,
uklju¢ujuéi efekte Sirenja zbog gibanja elektrona i pomaka vrha. A2 ¢lan opisuje rasprienje
fotona u prvom redu smetnje. Zadrzavanje samo drugog clana je p-A aproksimacija koja
dobro opisuje niskoenergijski dio spektra (ispod 20 energija veze Eg) i podruéje rezonancije.
p-A clan opisuje emisiju i apsorpciju fotona u prvom redu smetnje, a rasprsenje fotona u

drugom. [51].

10akronim od engl. scattering matriz
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Konac¢no stanje kod rasprsenja fotona na vezanom elektronu sastoji se od elektrona ener-
gije E’, rasprsenog fotona energije wy 1 iona. Zbog velike mase, ion preuzima zanemarivo
malu koli¢inu energije, pa se energija (w; — Eg) raspodjeljuje izmedu elektrona i rasprsenog

fotona. Za energiju fotona vrijedi
0< wy < w; — Eg. (4.24)

Pritom vrijedi da je Sirina raspodjele energije dana nejednadzbom mnogo uza pri rasprsenju

fotona na vanjskim ljuskama nego na unutarnjim elektronima.

U SM aproksimaciji se TDCS (4.3) moze zapisati kao
d3g' :1"2& |M "2 (4 25)
dQdwedQY ) o~ ¢ wp T '

Postoji mnogo tehnika za izracunavanje elemenata matrice rasprsenja M ¢; u jednadzbi (4.25),
koji su opsirni za domenu ovog rada. Ali, konkretno u nerelativistickoj teoriji se element
matrice rasprsenja svodi se na Kramers-Heisenberg-Wallerov (KHW) matri¢ni element [27-

29,51] koji je definiran kao

AAKi—Fkp)T

= (8-2) (fe 7y

(e ()l e (29

1
T ; N E, — (Eg + w; —|—ﬁi€# (4.26)
1 U ) (e )

m & E, — (Ep + wy) ’

U gornjoj jednadzbi Ep je energija vezanja elektrona prije rasprienja, €; i €5 su polariza-
cijski vektori fotona prije i poslije rasprsenja, a w; i wy su energije elektrona prije i poslije
rasprsenja. Vektori } f > i |z> predstavljaju slijedom rjesenja Schrodingerove jednadzbe za ko-
nacno i pocetno stanje elektronskih valnih funkcija u FEA modelu, a ‘n> su medustanja preko
kojih se sumira. Infinitezimalna veli¢ina e eliminira singularitet koji se pojavljuje prilikom
integriranja po kontinuumu [51]. Prvi ¢lan odgovara A2 ¢lanu u hamiltonijanu interakcije, a
iduca dva clana odgovaraju p-A ¢lanu izracunatom u drugom redu racuna smetnje. Pritom
prva sumacija u (4.26) opisuje proces u kojem je elektron prvo apsorbirao, a zatim emitirao
foton (slika 3.10.a)), a druga sumacija predstavlja proces u kojem se prvo dogodila emisija

(slika 3.10.b)) [51].
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4.3.1 p-A aproksimacija

Ova aproksimacija temelji se na drugom i treem ¢lanu jednadzbe (4.26) koji potjecu iz
drugog ¢lana hamiltonijana (4.23). Dobro opisuje proces rasprSenja pri niskim energijama
upadnog fotona kad se ravni val e’ T moge zamijeniti jedinicom, pa zbog ortogonalnosti stanja
| f > i }z> prvi ¢lan u (4.26) iS¢ezava. Zbog sumacije preko medustanja ra¢unanje p-A ¢lan je
mnogo slozenije od A? aproksimacije, a koristenjem Greenove funkcije moze svesti na matriéni
element koji sadrzi integrale u impulsnom prostoru [19]. Medutim, ti integrali se svode na

Gaussove hipergeometrijske funkcije i ne mogu se izracunati analiticki.

U slucaju kad rasprseni foton ima nisku energiju (ws — 0) izraz se moze svesti na analiticke

funkcije. Iz (4.25) i (4.26) slijedi

3 2 404 exp (4 L arctg £
< L ) _ e, l6pp (47 p)' (4.97)
p-A

Moment izlaznog elektrona je p’ te vrijedi zakon ofuvanja p’ + p? = 2m(w; — wy), gdje mo-
ment vezanog elektrona mozemo dobiti iz energije vezanja

__r
Ep=—1—. (4.28)

Jednadzba (4.27) pokazuje kako TDCS u p-A aproksimaciji dovodi do divergencije na
malim energijama jer udarni presjek raste sa smanjenjem wy. Integriranjem po kutu izlaznog

elektrona [19,20] dobivamo DDCS oblika

d*c r2
= _¢ 4.2
<dwfdﬂ>p,A > Ey (C1+ C; cosh), (4.29)

gdje su veli¢ine Cq i C; tabelirane u [20] za razne energije ulaznog i rasprsenog fotona. Inte-

griranjem po diferencijalnom prostornom kutu rasprsenog fotona dQ) = 27rsin6d6 dobivamo
d T/ d?
(as,),, = (agin) 0
dwf pA 0 d(,(]fdQ pA

(4.30)
—Zné C +1C
TR P 3

Metoda dipolne p-A aproksimacije primjenjiva je za rasprSenje na elektronu iz K-ljuske
samo ako vrijedi da je omjer Z/140 < 1 i ako je energija upadnog fotona manja od |Eg|. Za

w1 > |Ep| doprinos p-A ¢lana je malen u odnosu na A? élan, a za mirni elektron iscezava.
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4.3.2 A? aproksimacija

A? aproksimacija temelji se na prvom ¢lanu jednadzbe (4.26), tzv. seagull ¢lanu,

ei(%,»—Ef).?

Myi = (z} : a-) <f i> (4.31)

koji potjece iz prvog Clana nerelativistickog hamiltonijana (4.23). Valjana je na visim ener-
gijama (wj > |Ep|) kad mozemo zanemariti p-A ¢lan, pa je A? aproksimacija dobra za opi-
sivanje dijela spektra oko Comptonskog vrha. Comptonski vrh ¢e biti vidljiv za sve kutove

rasprsenja [14] ako energija upadnog fotona zadovoljava uvjet

7 Ep
i —_— —, 4.32
wi = \/ 3 (1 —cosb) Za (4:32)

Na nizim energijama ovaj ¢lan iséezava. Nerelativisticki uvjeti zahtijevaju da energija
upadnog fotona bude niska u odnosu na energiju mirovanja elektrona (w; < m), a pocetna
energija elektrona E te energija rasprsenog elektrona E’ ne smiju biti mnogo veée u odnosu na
energiju mirovanja elektrona (|E —m| < m, |E' —m| < m). Zaslu¢aj Z — 0 ova aproksimacija
se svodi na nerelativisticku Klein-Nishininu jednadzbu za rasprsenje na slobodnom elektronu.

Feynmanov dijagram koji odgovara A? ¢lanu prikazan je na slici 4.3.

Efekti vezanja zbog energije vezanja Eg manifestiraju se kao Dopplerovo sirenje linije te
pomak vrha od one energije na kojoj se vrh nalazi pri rasprsenju na mirnom i slobodnom
elektronu u FEA aproksimaciji. Takoder, gornja granica za energiju rasprsenog fotona dana
jes

Wmax — W; — EB. (433)

Za izra¢unavanje TDCS i DDCS u A? formalizmu koristit ¢éemo Fermijevo zlatno pravilo,
koje opisuje vjerojatnost preslaska iz pocetnog ‘1> u konacno stanje ‘ f > opisano gusto¢om
konacnih stanja p(Ey),

erZZn‘Mﬁrp(Ef). (4.34)

Diferencijalni udarni presjek je definiran kao omjer upadnog toka [inc i izlaznog toka raspr-
Senih Cestica, do/dQ) = (1/]inc) / (AN/dQY), pa je vjerojatnost prijelaza povezana je s dife-

rencijalnim udarnim presjekom na idué¢i nacin

I11’—>f = d0 Jinc. (4.35)
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Koristeci prvi ¢lan iz (4.26) te p(Ef) = Lpd°k/(271)°5(E ) i prelazak Yp — d°p/ (271)%, za

stopu prijelaza dobivamo

2 \? :
to =2 (5.) | (&) (7

edje je k=k; — Ef. Uz takav odabir jedinica da je Jinc = 1, koristenjem (4.35) dobivamo

@k Py

1) (wi — wf — EB — E/) (271_)3 (27T)3’

(4.36)

w}dwf p?dp' dQdQY § (w; — ws — Eg — E').

(4.37)

Uz pretpostavku da je foton nepolariziran te koristeéi oznake \‘I’l> i |‘I"f> slijedom pocetno i

konac¢no stanje elektrona, za TDCS dobivamo [18]

2
Ao _ do p'E wyr ‘Y>
dwpdQdQY ) ,, Q)¢ (21)% w; !

gdje je (do/dQ)); Thomsonov diferencijalni udarni presjek dan jednadzbom (3.28). Detaljnija

el k-7

<‘I’f (4.38)

jednadzba diferencijalnog udarnog presjeka zahtijeva ra¢unanje matricnog elementa. Pocetno

(vezano) stanje elektrona u odredenoj ljusci se u sfernom Coulombovom potencijalu

U(r) = —?, (4.39)

svodi na rjesenje vremenski ovisne valne funkcije, oblika

¥ =¥ (F) = Yo (1,6,9) = Rua(r) Y['(6,9), (4.40)

gdje su R,,; radijalne valne funkcije, ¥/ sferni harmonici, a n, [ i m su glavni kvantni broj,

orbitalni kvantni broj i magnetski kvantni broj, slijedom.

/

Tk KT
T N

e p e

Slika 4.3: Feynmanov dijagram koji odgovara A2 u hamiltonijanu interakcije (4.23).
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4.4 Primjena A? aproksimacije s ravnim valom
4.4.1 Rasprsenje na K-ljusci

Najniza ljuska je ona opisana glavnim kvantnim brojem n =1, a naziva se jos i K-ljuska.
Za tu ljusku orbitalni brojevi mogu poprimiti samo vrijednosti [ = m = 0. To osnovno stanje

1s opisano je funkcijom

¥1,00(F) = Rio(r) Y3 (6,9), (4.1)
gdje su
3
Lo(2)eE v -1yt
Rl,o(r)—2<uo) e, Y6,0) =5y (4.2)

a ap = 52.92pm je Bohrov polumjer. Uvodeéi oznake ¢ = Z/ag i N = +/¢3/m, jednadzba

(4.1) se uz vrijednosti (4.2) svodi na
Ti = \FLO,O(?) =N E_gr. (43)

Relativni impuls elektrona (11,) u odnosu na atom (M = m, 4 m,) jednak je p’ = % R
ali zbog m, < my vrijedi P’ &~ P,. Za konacno stanje koristimo Bornovu aproksimaciju ravnog

vala ¥y = e 177 Uvrstimo li (4.3) u matri¢ni element dan u (4.38), dobivamo

el k-7

<‘Pf ‘I’i> = /e’iﬁ,'? RN e By =N /ei(:’_’v)'F e % dr. (4.4)

Definiramo § =k — p’ i odabiremo koordinatni sustav sa z-osi u smjeru vektora g pa vrijedi

q-7=qrcos?. Integriramo (4.4) u sfernim koordinatama,
KT

2 pm poo |
‘I’i> =N / / / elarcost =642 sin 9 dr dd d¢p
o Jo Jo

T poo |
=21 N / / 197 €088 p=Cr 42 in B dr d9.
0 Jo

s as

Koristimo sustituciju cos® =t pa za granice integracije po kutu ¢ dobivamo 91 =0 —t; =1

i ¥ =m— t) =—1. Takoder je dt = —sindd?.

<‘I’f ‘I’i> =27 N /11 /Ooo (—rzeiq”e’gr) drdt

1 00 )
:27TN/ / r2 et 9t e dr dt
—1Jo

[N igr _ ,—igr
:27TN/ r2e %" <e.e> dr
0 igr

= 27.TN / re %" (eiq’ — e’iqr) dr.
ig Jo

el k-7
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Posljednji integral u (4.6) svodi se na razliku dvaju tablicnih integrala koji daju

e\ 27N (1 1
=5 (T 0

et

Sredivanjem clanova u zagradi, za matri¢ni element dobivamo

~ 8mN¢
)= e

el k-7

(%5
Nakon uvrstavanja u (4.38) i sredivanja, uz koristenje N = /&3/mi g = k— ﬁ/ dobivamo

Po \© 8P EE wy 1 do “9)
dCdeQdQ/ Born - 7'(2 wj |:(E _,/)2 62:| 4 dQ T/ '
-7) +

gdje je E' ~ m, ukupna energija izlaznog elektrona. Integriranjem po prostornom kutu izlaz-
nog elektrona dQ)’ = sindddd¢ i uvodenjem veli¢ine f2 = k> — p'2 + &2 dobivamo dvostruki

diferencijalni udarni presjek za 1s elektron u A% aproksimaciji.

P B / o K 10
dwdQ) Bom_ dwpdQdQY )

_/2”/"8 (vlff) wp _pETsind ot (4.10)
o Jo m \dQ ) wi (f2 - 2kp cos9)* ‘

- .
_16 <d‘7) p'E & ﬁ/ sind L ddd¢.
T \dQ) )¢ wi Jo (f2—2kp’cos?)

Uz koristenje supstitucije cos® = t integral po kutu ¢ se svodi na

/1 dt 2 4kPp? 4314
"3

-1(f2 - ZkP’t)4 (4k2p™ — f4)3' (4.11)

Uvrstavanjem u (4.10) i podsjeéanjem da je f2 = k? — p'? + &2 dobivamo DDCS za rasprienje

na 1s elektronu,

< o )K CRPES wp W23 - p2+ )] (”“’) (4.12)
Born !

dwfdQ 3 wj ((kz . p/z + 52)2 _4k2p/2>3 E
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4.4.2 Rasprsenje na L-ljuskama

L1-ljuska

Za 2s elektron u L1 ljusci vrijede kvantni brojevin =2, 1 =01im =0. Prema (4.40) stanje

je opisano funkcijom

Y¥2,00(7) = Rao(r) Y5(6,9), (4.13)
gdje su
3
Z \?2 Zr _zr 11
R =2(= R 2 Y? = 4.14
) =250 ) (1= )5, xS0 =5 (4.14)

Uvrstavanjem u (4.22) pocetno stanje opisano je s

Tl’ = TQ,0,0(?) = 4\1/§N (2 - C?’) 6_%r. (4.15)

To stanje uvrstavamo u matriéni element iz (4.38) i integriramo

7o S22 T 1 4
ik7 g, \ —ip'7 ik7 _ —3r 3
< e ‘I’l> /e e (4\@N(2 ér)e 2>dr
1 A A g
——N/el(k_p)" 2—¢r) e 3" dr.
e -2

(4.16)

Definiramo vektor § = k— 7' kao u prethodnom poglavlju i integriramo (4.16) u sfernim

koordinatama,

< ik-7? 1 S L igr cos® —5r.2
e ‘I’i>:mN/0 /0 /0 e' (2—¢r)e 2" r* sinddrdddg
T oo |
= Z\\Ig / / elareos? (2 _ &) e~ 5" 12 sin 0 dr do.
0o Jo

(4.17)

Za integraciju po kutu ¢ koristimo supstituciju cos® =t s granicama t € [1,—1]. Takoder
vrijedi dt = —sinddd, a negativnog predznaka se rjeSavamo obrtanjem granica integracije po

varijabli f.

<

At (2 —¢r)e 2 drdt

=y b -
/ / At (2 —¢Er)e e~ 5 2 drdt
/0 (e —e M) (2—¢r)e” rydr

64icq 1
@+ 407 66((5—21# <¢+zw>3>]'
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Na desnoj strani u posljednjoj zagradi prepoznajemo u nazivnicima kub zbroja i kub razlike.

Svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo

el k-7

\ _ Nm (128iZq (494* — &%)
S

S 2v2ig | (42 +2)°

4 2 _ =2
:32\/§7tN§(4:2+§2)3.

(4.19)

Sad se matri¢ni element moze kvadrirati i uvrstiti u (4.38) te se dobiva kona¢na jednadzba

za TDCS koji opisuje rasprsenje na L1 elektronu.

( Bo )“  256p'E' 5 wy [4( (da) (4.20)
- 2 o S o 6 \ g0 /.- )
dandeQ/ Born 7T Wj |:4(k o p/)z 4 52] dQ T

1
|
S—

N
|
]
N
|

Omjer TDCS za L1-ljusku (4.20) i za K-ljusku (4.9) jednak je

T 2 2 6
TDCS1, [4(k—z?) +<§]
TDCS =32 5 1 (4.21)
K [4(k _ /)2 _ gz [(k _ /)2 + 52}
20 B
Nkm‘ E - —~
c
=
e
Sl .
=
0 w]']:[‘lqu
70 100

Slika 4.1: Trostruko diferencirani udarni presjek za rasprsenje fotona energije w; = 100keV na
atomu silicija (Z = 14). Za elektron u K-ljusci atoma silicija energija vezanja je oko 1844eV, dok
je za Li-ljusku energija vezanja oko 154eV. 0 =50°,8% = 40°. FEA aproksimacija daje energiju
izlaznog fotona od oko wy ~ 93keV.
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L2-ljuska

Za 2p elektron u L2 ljusci vrijede kvantni brojevi n =2, I =11i m =0. Prema (4.40)
stanje je opisano funkcijom

\F2,1’0(7) = R2,1 (1’) YP(G,(])), (422)

3
1 Z \?(Zr\ _zr 1 /3
— 2a, 0 — — —
Ryi(r) = 7 <2a0> <a0> e 2, Y?(6,6) 2\/ - cosé. (4.23)

Uvrstavanjem u (4.13) pocetno stanje opisano je s

gdje su

1 g
Y, =Y 7) = ——=NZ¢re 2" cosh. 4.24
i=Y2,1,0(7) N g (4.24)

To stanje uvrstavamo u matri¢ni element iz (4.38) i integriramo

<‘Yf ek ‘I’i> = /e_iﬁ/'?eiﬁ ( \[N(?V@ ir cosﬁ) dr
4 (4.25)
——N / i(k=F)7 =57 cos 9 rdPr.
4{ ¢
Integriranje nastavljamo u sfernim koordinatama uz odabir vektora § = k— r_)" ,
L7 1 2m e oo 9 —S% 3 .

< e’ ‘Yi = \ng/ / / e "8 e™ 2"y sin® cos ¥ drdd d¢

4 (4.26)

Nné// 1qu0$§@ 3713 sin ¢ cos 9 dr do.

Za inegraciju po kutu ¢ koristimo supstituciju cos® = ¢, kao i u prethodnom poglavlju, i

<

dobivamo

i NT[€ / / —ée= 5 P tdtdr

Nn@‘ // “7”6_773tdtdr

Nm;‘

(4.27)
&
_Z\fq / 2ire” 7 [sin(qr) — qr cos(qr)] dr

—eav2nNg 1
(62 +44%)

Kvadriranjem i uvrstavanjem u (4.38) dobiva se TDCS za rasprsenje na L2 elektronu,

< B >L2 B 1024P/E/C7 wy (E_ I;/)Z <d(7> (4.28)
dwedQdQY ), 2 w; [4@_ 7y +CZ}6 aQ )+ '
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L3-ljuska

Razmatramo 2p elektron u L3 ljusci opisan kvantnim brojevima n =2, [ =11 m = £1.

Pocetno stanje opisano je funkcijom

Ya1,41(F) = Raq(r) Y71(6,9),

gdje su

3
1 Z \?(Zr\ _z 1 /3 .
= — R JR— 24 +1 = — _ iltp 1
Ry 1(7) 7 <2a0> <a0 ) e 2, Y;(6,¢) :|:2\/ 5 € sin#.

Uvrstavanjem u (4.13) pocetno stanje opisano je s

1 : .
‘{Ii = ‘FZ,I,:I:l (?) = igNgi"ei%r €i1¢ sinf.

Uvrstavamo u matriéni element iz (4.38) i dobivamo

(%

et k-7

BT kT 1 i
‘I’i> = j:/e_‘p T kT <8N§re_gr etiP sint?) d3r

1 e AN .
= igNé /el(k’*’ )T o=57 59 sin g 1 dBr,

Prelaskom na sferne koordinate, uz § = k— ﬁ’ , dobivamo

el k-7

1 27T 7w poo c .
<‘I’f ‘i’i> = igNC / / / elr cos? o =37 o1i043 sin 9 dr dd d¢p.
o Jo Jo

Integracijom po polarnom kutu ¢ dobivamo

2m .
/ et =0,
0

pa Citav matriéni element (4.33) iS¢ezava. Uvrstavanjem u (4.38) zakljucujemo da je

( d3U ) L3
SO R —)
dwd0d(y ),
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4.4.3 Rasprsenje na M-ljuskama

M ljuska je definirana glavnim kvantnim brojem n = 3, a moze smjestiti 18 elektrona.

Razmotrit ¢emo iduce podljuske:

Ml: n=3,1=0, m=0;
M2: n=3,1=1,m=0;
M3: n=3,1=1, m= =1,
M4: n=3,1=2, m=0;
M5: n=3,1=2 m==+1;

M5: n=3,1=2, m==2.

M1-ljuska

Radijalna funkcija i sferni harmonik zadani su s

Rso(r) =2 (Z> ’ (1 22, 2(Zr)2) e 5, Y)0,9) = % L (4.36)

3ag 3ag 2743 T

Za matriéni element iz (4.38) dobivamo

ikl \ _ [ P T ik ﬁ 2 2 00\ 7\ 3
< e 1*I’l> /e e <9N<1 3§r+27f§r e 3 |dr

2w p poo LA
_ \ggN/ / / <1 _ %g?’ + 22762r2> e_% elquOSl91’2 Slnﬂdi’dﬂd(P
0 0 Jo

(4.37)
Nakon integriranja po sfernim koordinatama i sredivanja, slijedi
¢ —27(k—p)? —p)
[ +9(k—1p") }

Nakon kvadriranja i uvrstavanja u (4.38) dobiva se TDCS za rasprsenje na M1 elektronu,

(&),

- 2 -
< Po >M1 194p'E' S wy |2 —27(k— | | - 3(k -
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M2-ljuska

Radijalna funkcija i sferni harmonik zadani su s

3
W2 ([ Z N\ (Zr Zr\ —z 0 1 /3
_ — E— — 3a — .
R31(r) 3 <3a0> <a0>(1 6a0>e o,  Y)X6,9) 5\ - cos?. (4.40)

Matri¢ni element iz (4.38) jednak je

<‘Ff eik? ‘Fi> = /e_i pF ik (2\9@ N¢r <1 — éZ) e T cosﬁ) dr
(4.41)
27T pT poo oo
= 2\ﬁN(Z/ / / < - ¢§r> e~ 3 7593 cos 9 sinddrddde.
9 o Jo Jo 6
Integriramo po sfernim koordinatama. Nakon sredivanja dobivamo
k= p'| | =9k~ p')?
(¥s[e*7|¥:) = ~2502V2in N G2 | ; | . (4.42)
[62 +9(k — p’)z}
Matri¢ni element zatim kvadriramo i uvrstavamo u (4.38). TDCS je
M2 T _ N2 | =2 T N2 2
d30- _12962]?,15,57& (k—P) [C —9<k—P) } di (443)
dwdQdCY B 8 aQ )¢ '

2 , - -
Born T wi [62 + g(k _ p/)2}
M3-ljuska
Radijalna funkcija i sferni harmonik zadani su s

3
4v2 ([ Z\2(Zr Zr\ _z i 1 /3 L.
R — _ 1 - 3a, Y e j:f e I(P . 444

Za matricni element iz (4.38) dobivamo

S22 s 2. r i
‘I’i> = i/e‘”’ T kT <9 N¢r <1 - Cg) e_%eilg”sim?) a3r

2 S 6T\ —% igreosd +ip 3 i 2
:j:§N§/ / / 1—3 e 3 el e sin® 9drddde.
o Jo Jo

el k-7

<Tf (4.45)

Nakon integriranja po polarnom kutu vidimo da je fozn e = 0 pa matri¢ni element iS¢ezava.

TDCS za rasprsenje na M3 elektronu je

d30_ M3
<dwfdeQ’> born - 0. (446)

49



M4-ljuska

Radijalna funkcija i sferni harmonik zadani su s

22 [ Z N\ (Zr\? _z 1 /5
Rs,z(”):m<3ao> <a£> e %o, Y§(9,¢):4\/;(3c0529—1). (4.47)

Matri¢ni element iz (4.38) jednak je

<1I/f ei%-?’\}ri> —_ /e—iﬁ/.? ei%.? (;QEN(EV)Z (3C0529 _ 1)6_%r> dST
(4.48)
\@ ) 2 pmopoo g :
- —% ,igrcost 4 2n .
486N§ /o /o /0 e se r* (3cos™0 — 1) sinddrddde.
Nakon integriranja po sfernim koordinatama, dobivamo
ik7 us 2
(¥ ) 2w ° (449

Matri¢ni element kvadriramo i uvrstimo u (4.38). Dobivamo TDCS za rasprsSenje na M4

elektronu,

(e ) e e (4 (450)
dogdQdY )y~ 234 @i (- p \dO )y
M5 i M6 ljuska

Radijalna funkcija i sferni harmonik za M5 elektron zadani su s

3
V2 [ Z\2[(Zr\? _z 1 /15
R =——|=— — 34 Y;F(0 :i\/> ¢ ginf cosh,  (4.51
22(r) 27\@<3ao> (a0> e, Y (0,9) =d5y o e sindcost,  (4.51)

a za M6 elektron s

3
2V2 [ Z\2[(Zr\? _z 1 /15 ..
R =—— = — 3 Y2 :\/7 £2i¢ gin2g. 4.52
2 =227 <3ao> <a0> e N (09) =gy sin (4.52)

Primijetimo da u oba sferna harmonika (4.51) i (4.51) postoji ovisnost o polarnom kutu ¢,
pa ¢e matri¢ni elementi zbog f027r et? =0, odnosno f027'c e*21¢ = 0 biti jednaki nuli. Zbog toga

zakljucujemo da je

3 M5 3 Mé6
(dégﬂY> =0 <digﬂ1) =0 (4:53)
wf Born wf Born
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4.4.4 Diferencijalni udarni presjek po energiji elektrona

U ovom poglavlju izvest ¢emo diferencijalni udarni presjek fotona na atomu vodika (pro-
cija) u aproksimaciji ravnog vala, diferenciran po energiji izlaznog elektrona. Prvo opisimo
kinematiku procesa u kojoj koristimo iduée oznake:

w; - energija ulaznog fotona,

wy - energija rasprsenog fotona,

Ep - energija vezanja atoma vodika,

E; - energija rasprsenog elektrona,

E; - energija iona (protona),

Ei - impuls ulaznog fotona,

S
I

impuls rasprsenog fotona,
p1 - impuls elektrona,

impuls iona (protona).

RS
N
1

Takoder, vrijede zakon oc¢uvanja energije i zakon o¢uvanja impulsa,

2 2

2
‘ _ P, P P1
wz+EB—wf+2m+2m wf+2m,

-

ki =ks + p1 + pa. (4.54)

Oznacimo li masu elektrona s m, i masu protona s m, > m,, vrijedi da je relativni impuls

jednak
L R N Y 4.55
V= et m, P me e, P2 (4.55)
Vjerojatnost prijelaza dana je s
et 2 » #kp dPpy dp,
Lip= 27T4Wiwf ei,zef (ei ’ ef) | M (27)3 (271)3 (2m)3 (456)
P\ o 7 .
5<wi+EB—wf—2m> 0 (ki—kf—pl—pz),

gdje je matri¢éni element dan s (4.8).
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Diferencijalni udarni presjek jednak je

d3a—(2n>3m2 do M| Cky dPp1 dps
= ww; " \aa ), M @ @ np

(4.57)
P\ et 7= =
(5<wi+E3—wf—2m>5<ki—kf—p1—p2>.
Prvo integriramo po impulsu protona
2 do pz 43k d3p
Po=""_(22 25 (w;+Ep—wp—FL fEP A
o= iy (), P8 (et Bror= L) ot 459

Zatim koristimo ¢injenicu da je d3p1 =mp1dE1dQ, i d3kf = w}dwfdﬂf i integriramo po

energijama izlaznog fotona. Konacni trostruko diferencirani udarni presjek je

Ao m? [ do ’ p3 Ep
dE1dQ.dQs — (277)° <dQ>T M <1 " 2ma; T wi>

m\2 & pi L Ep) (do )
() e (o a) (i),

Pritom je kut izmedu vektora ki i %f oznacen s 0 (kut rasprsenog fotona), kut izmedu vektora

k; i P1 s ¢e (kut rasprsenog elektrona), a kut izmedu ki p1 s x. Pritom vrijedi da je

cos @, (1 — tcos) — tsin @, sindcos P
V1 —2tcosf + 2

cosx = (4.60)

gdje je t = wg/w; =1~ (E1 + Ep)/w;. Kut izmedu ravnina u kojima leze vektori (ki, Ef) i
(Ei, p1) je @. Sada integriranjem po prostornom kutu rasprsenog fotona i elektrona mozemo

dobiti diferencijalni udarni presjek

do 27 T T d30-
dEl—er/O dCD/O s1n9d9/0 sin @.d . <dE1dQede> (4.61)

Daljnjim integriranjem po energijama izlaznog elektrona dobivamo potpuni udarni presjek

Emaks d(j’
— 2 4.62
o /0 T (4.62)

gdje je maksimalna energija rasprsenog elektrona dana s Ep.s = wi — |Ep|.

Na slici (4.2) prikazan je trostruko diferencirani udarni presjek za tri razlicite energije fo-
tona, te vidimo kako presjek raste s pove¢anjem energije upadnog fotona, a maksimum se
pomice prema veé¢im energijama elektrona. Na slici (4.3) prikazan je potpuni udarni presjek

u ovisnosti o energiji fotona te usporeden s rezultatima preuzetima iz [14].
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Slika 4.2: Ovisnost trostruko diferenciranog udarnog presjeka o energijama rasprsenog elektrona
za tri vrijednosti upadne energije fotona (w; =2keV, w; =3keV i w; = 4keV). Odabrani kutevi
rasprienja su 6 = 180° i ¢, =180°, a & =0°.

Thomson

06 7

05 r

o {10_26 cmz]

01

DDCS
00 x  Bergstrom |

|
0 20 40 60 80 100
w; [keV]

Slika 4.3: Ovisnost potpunog udarnog presjeka o energijama upadnog fotona. Punom linijom je

.....

linjjom prikazan je Thomsonov udarni presjek or = 0.665 barn.
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4.5 Primjena A? aproksimacije s Coulombovim valom
Za konacno stanje elektrona [¥ f> mozemo umjesto ravnog vala koristiti Coulombovu valnu
funkciju oblika

Y(7) = e™/2T(1+i) 1F (—ig, 1, —i(F -7+ p'r)) €77, (4.1)

gdje je { =¢/p’, a koriStene su gama funkcija I' i konfluentna hipergeometrijska funkcija 1 Fj.

Gaussova funkcija ée iScéeznuti prilikom kvadriranja amplitude rasprsenja koristeéi svojstvo

27l

2
¢/2 : _
e r(1+ig)| = i

(4.2)

a konfluentna hipergeometrijska funkcija ¢e se rijesiti prilikom integriranja.

4.5.1 Rasprsenje na K-ljusci

Za pocetno stanje elektrona |¥;) koristimo (4.3), a za kona¢no stanje [¥ ¢) koristimo (4.1)

te ih uvrstavamo u TDCS dan s (4.38). Matri¢ni element je jednak

el k-7

<‘Iff ‘I’i> = XeF T(1+if) /ei@—5’>'7e—¢f15 (—ig,1,—i(F -7+ p'r)) dr.  (4.3)

I

Integral I jednak je

I:zn(;‘)icjz [cu —ié>+c<p+ic>’§],

2 2 22 (44)
iz oo _ k=t
A—z[(k p)+§}, B= 5 icp.
Kvadriranjem matri¢nog elementa (4.3) koristeéi (4.2) i (4.4) dobivamo
12
- 2 B 8t |[A ig A12
ik7 g, — - it —q i) —
(™) | = =2 = <B> [5(1 i) +Lprit)g| - (45)
Uvrstavanjem u (4.38) slijedi da je TDCS jednak
< d30_ >K 16 €6 E/ wf < d(T ) 6*27'[5 arCtan(k272§2§+§2>
dew dOdOY - w: \ dO ont
dwdQdQ) Coulomb T ow; \dQ ) 1_ o7 (46)

. 4k>
(€ pr+e] [Erpp+e]
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Integriramo (4.6) po prostornom kutu izlaznog elektrona d()/

2 K 3 K
(da> - [ <dff> Y
dwf dQ) Coulomb dwf dQdQ) Coulomb

2 p7 dBo K )
_/0 /0 <dwfdeQ’> sinddd¢.

Coulomb

Nakon integriranja dobivamo DDCS za K elektron u aproksimaciji s Coulombovim valom

g 2p'¢
( Ao >K  2568°F' wy (da) ¢ 2 ()
Coulomb T

dwsdQ) 3 w; \dQ 1_ e—2n§

K2 {3k6 + (2 +p?)° + K (782 + 27p) + K2 (&2 + p?) (582 + 33;7’2)]

[k‘* 2K (&2 — p?) + (&2 + p/Z)Zr
(4.8)

I . . . I . . . I . . . I . . — T . . . I
—— Born

—_
PR =~

[ === Coulomb

6-10°F

|

e
m

4-10%+

Ao
dw dQrdQ)

2-10%+

FEA

1
48

24 242 244 246 2.
wy [keV]

2.5

Slika 4.1: Usporedba TDCS za rasprsenje fotona na K elektronu atoma vodika u Bornovoj aprok-
simaciji ravnog vala i u aproksimaciji Coulombovog vala. Vertikalnom isprekidanom linijom pri-
kazana je energija rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona. Energija upadnog fotona je
w; =2.5keV, kut rasprsenja fotona je 8 = 130°, a kut rasprSenja elektrona je ¢ =50°. Azimutalni
kut je ¢ = 180°.
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T T T T T T T I: T T T T T
2.103F P ! —— Born 7
%! === Coulomb
by
"\
1
1
i
15-10% F ! .
i
i
Nkm‘ E :
—_ 1
1
1
S S 10° ! .
S i
= i
i
i
0.5-10% i i
1
|
1
e ! N
Pid : \'X
| | | | | | | I: | | | | |
9.6 9.7 9.8
(a) w; =10keV, 0 =130°, ¢ = 50°.
T T T T T T T T T T T : T T T T T
—— Born !
7. 103 | == Coulomb .
i
1
1
1
L ! _
|
1
5.-10°F i .
[ — 1
Nkm‘ E :
—_ 1
- 1 -
1
2% =
3 |
<= 3.103F i T
i
1
- 1 -
1
i
103+ i i
i
|
| | | | | | | | | | | : | | | | |

(b) w; =5keV, 6 =130°, & = 50°.

Slika 4.2: Usporedba DDCS u Bornovoj aproksimaciji i aproksimaciji s Coulombovim valom za
rasprenje fotona energije (a) 10keV i (b) 5keV na K elektronu vodikovog atoma. Vertikalnom
isprekidanom linijom prikazana je energija rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona. Kut
rasprsenja fotona u oba sluc¢aja je 8 = 130°, a kut rasprsenja elektrona je ¢ =50°. Azimutalni kut
je ¢ =180°.

56



4.5.2 RasprsSenje na L i M ljuskama
L1-ljuska

Za L1 elektron koristimo pocetno stanje |¥;) dano s (4.15), a za konacno stanje [¥)

koristimo (4.1). Uvrstavanjem u matri¢ni element dan u (4.38) dobivamo

: 2
A€(231(15+p) (C—i)f:(#+f) )

+ A1Bi (1—-if) (2316 Cé‘< lg)>+3¥3(€2+3¥—2)” (4.9)

eii("?’\lfi> — Cl {A13+i€B —ig

2

p 7 g .

xmefrasig , _ (FP) S ey

Cl: ’ Al:—/ ,Bl: .
242 2 2

Kvadriranjem amplitude (4.9) i uvrStavanjem u (4.38) dobiva se TDCS za rasprsenje fotona
na L1 elektronu. Integriranjem po kutu rasprsenja elektrona moze se dobiti DDCS, a daljnjim
integriranjem po energijama rasprsenog fotona moze se dobiti i kutu rasprsenja fotona moze

se dobiti udarni presjek.

M1-ljuska

Za M1 elektron koristimo pocetno stanje [¥;) dano s (4.36), a za konacno stanje [¥y)

koristimo (4.1). Uvrstavanjem u matri¢ni element dan u (4.38) dobivamo

SR ‘I’i> — Cz{Agé

. 3
+2¢2 (7% - 3i¢ — 2) (p’ + f)

—6ByE (f —1) <p’ + f) (3p + +2i¢) +27B3 (i¢ + p')

a2 [2ne ()|

3A2%B
+ 1P1 3

2 62 é’ 2
|93z — 232é5<3pa+)+2€(§—> <p+ )]

B3 5
'5 (ig® — 6g2—11ig+6)}
7 T 2 & 2
_2Xme? T(141ig) _ (k—P> T KR -p? S iy
G = , Ap=~— 72— By = ,
813 9 2

(4.10)
Kvadriranjem amplitude (4.10) i uvrstavanjem u (4.38) dobiva se TDCS za rasprsenje fotona

na M1 elektronu. Takoder, integriranjem po kutu rasprsenja elektrona moze se dobiti DDCS.
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Slika 4.3: Usporedba TDCS u Bornovoj aproksimaciji i aproksimaciji s Coulombovim valom za ras-
prenje fotona energije 300keV na L1 elektronu atoma olova (Z = 82). Vertikalnom isprekidanom
linijom prikazana je energija rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona. Kutovi rasprsenja
fotona i elektrona su slijedom (a) 8 =50° i ¢ =40°, (b) 8 =100° i & =20°, a azimutalni kut je

¢ = 180°.
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(a) w; = 80keV, 6 = 120°, & = 40°.
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250 o4 ——— Born _
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(b) w; = 80keV, 6 = 80°, & = 20°.

Slika 4.4: Usporedba TDCS u Bornovoj aproksimaciji i aproksimaciji s Coulombovim valom za ras-
prenje fotona energije 80keV na M1 elektronu atoma ugljika (Z = 6). Vertikalnom isprekidanom
linijom prikazana je energija rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona. Kutovi rasprsenja

fotona i elektrona su slijedom (a) 8 =120° i ¢ =40°, (b) 8 =80° i & =20°, a azimutalni kut je
¢ =180°.
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5 Comptonovo rasprsenje na pozitroniju

Pozitronij (Ps) je vezano stanje elektrona (e™) i pozitrona (e') te predstavlja najjednos-

1 Po strukturi sli¢an je prociju'?, samo $to je proton u jezgri zami-

tavniji egzoti¢ni atom
jenjen pozitronom. Pozitronij je nestabilan jer se elektron i pozitron anihiliraju stvarajuéi
dvije ili vise gama zraka,

e~ +et —27. (5.1)

Elektron i pozitron imaju jednaku masu (m, = m,+ = 0.511MeV), a to ¢ini masu pozitronija
priblizno 1.022MeV. U sluc¢aju raspada na dva fotona, oba imaju istu energiju, a za vise fotona
se ta energija raspodjeljuje. Energija njihovog vezanja je samo nekoliko eV, a energijski nivoi

pozitronija sli¢ni su onima u vodikovom atomu, samo su na dvostruko manjim energijama.

Energijski novoi za n-tu orbitalu vezanog sustava dani su Bohrovom [52] formulom
4
e*n 1
El——_°“7 5.2
" 327217} n? (5:2)
gdje je u reducirana masa vezanog sustava. Bududi da je masa protona mnogo veca od mase

elektrona, za vodik vrijedi (mp > m,), vrijedi

me mp

= X M,. 5.3
me + 1, ¢ (5-3)

Uz (5.3) i definiciju konstante fine strukture a = €2/ (47thic) energijske razine vodika mogu se

prikazati u obliku

aZm, _13.6eV

H_ ~
E, =— oz 2 (5.4)
Zbog jednake mase elektrona i pozitrona, reducirana masa u pozitroniju jednaka je
mg mg+ mg
— et ¢ 5.5
K Me + M+ 2 ( )
Prema (5.2) i (5.5) energijski nivoi u pozitroniju dani su s
2
ps _ «am,  68eV
E°=— R i S (5.6)
Iz (5.4) i (5.6) proizlazi veza energija za n-tu orbitalu
Ps 1 H
ES° = 5 E,. (5.7)

1 Onijum je vezano stanje estice i antiGestice, a to ¢ni pozitronij klasi¢nim onijumom.
2Procij je najlaksi izotop vodika. Jezgra procija sastoji se od jednog protona.
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Bohrov polumjer predstavlja udaljenosti izmedu jezgre i elektrona u osnovnom stanju atoma

vodika. Kao i energija, takoder jer kvantiziran, a za osnovnu orbitalu vodikovog atoma iznosi

apg = . (5.8)

Bududi da Bohrova definicija polumjera orbitale ne ukljuc¢uje ucinak reducirane mase, on
nije tocno jednak pravom orbitalnom polumjeru elektrona u modelima. Reducirana masa
vodika (elektron-ptoron sustav) je nesto manja od mase elektrona pa je stvarni orbitalni
polumjer nesto ve¢i od Bohrovog polumjera. Prikladniji oblik Bohrovog polumjera bio bi

onaj gdje je reducirana masa y ukljucena,

me
a=—ap. (5.9
" )

Takoder, za atome rednog broja Z > 1 treba nadodati i ispravku
a=——. (5.10)

Taj zakljucak moze se generalizirati na druge kompozitne sustave koji ukljucuju kruzenje
elektrona, kao $to je i pozitronij. Reducirana masa u pozitroniju jednaka je (5.5), stoga ¢e

polumjer orbitale biti

Elp:n:(/lo:zao. (5.11)

Osnovno stanje pozitronija dobit ¢emo prilagodavajuéi (4.2) scenariju u kojem je Z =1

uz (5.11). Za sferni harmonik i radijalnu funkciju slijedi

1

3
2\2 _r 1
RLO(T‘) - 2 <ap> e ﬂP, Yg(6,¢) - E E, (512)

Osnovno stanje dano je s

“Yi> ="¥1,00(F) = Rio(r) Y3(6,9)

s (5.13)
N ay '

Definirajuéi konstante & =2/ap i N = 1/&3/m dobivamo

)\Pi> = Ne 3%, (5.14)
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5.1 Diferencijalni udarni presjek po energiji fotona
Pri rac¢unanju diferencijalnog udarnog presjeka koristit ¢emo iducée oznake:

w; - energija ulaznog fotona,

wy - energija rasprsenog fotona,
Ep - energija vezanja pozitronija,
E1 - energija elektrona,

E> - energija pozitrona,

Ei - impuls ulaznog fotona,

impuls rasprsenog fotona,

by
~~
1

p1 - impuls elektrona,

P2 - impuls pozitrona.

Vrijede zakon ocuvanja energije i zakon oc¢uvanja impulsa,

2 2
w + EB = pl + pZ s
ng 2me+ (5'15)

EZﬁH-ﬁz,

gdje za mase elektrona i pozitrona vrijedi m = m, = m,+. Prijenos impulsa je k= Ei — Ef, a

razlika energija upadnog i rasprsenog fotona je w = w; — wy.

Relativni impuls jednak je

—‘/ _ m€+ = mg —
P Me + Mg+ P Me + M+ P2 (5.16)
1, 1., ’
- 2 pl 2 pZ'
Vjerojatnost prijelaza iz pocetnog u konacno stanje u A2 aproksimaciji dana je s
1 = - 1 R ] 2 dE dﬁp
T ) b2 ¥ )a iRy T I (o ik-R IV Y, f S(E ,
=2 L Z< f‘< ‘(m T > )| @y @
€€f ete
(5.17)
gdje je
2—» —
e°€;€ 5 1>
e iy ko= — o _F—_F (5.18)
2 wiwy Me + M+ 2



Suma ) zz ’ je po polarizacijama fotona. Prema zakonu oCuvanja impulsa vrijedi —DPr + k+

Pr=0. Iz (5.17) slijedi

) 1 oer 1 2 dkg
Fl-_>f =27 Zb Z <Tf' <€1K+r + 31K7> ‘Pl> 3
€€r eter Me Me+ (27-[) (5.19)
o 2 4P
. ik-R F
el
Za integral iz (5.19) vrijedi
TR 2 dﬁ vV - 1 —i(Pr-R TRLD,.R _;2
JICE|FR [ vty = [ B | [e (PrRAERLPR) 4 g
— /dﬁp 5(~Br+K+P)=1.
Za vjerojatnost prijelaza dobivamo
2 1 iR 7 1 ¢ ? dEf
iy :2n;b 2 ¥y — + m6+e Y, (27r)35(E”)' (5.21)
€€r efe
Koristimo dﬁf = d3kf = wj% dwsdQs i dobivamo
2 2
Fiyp= Ly 2 v (Lo Lo ) [, )| dwds(E
o1 = g DV L (0| (™ ™) [ %) desd0ps®) - Gz
Veza vjerojatnosti prijelaza i diferencijalnog udarnog presjeka je
Lisf =d0 Jine, (5.23)

gdje je Jinc upadni tok cestica. Koristeci [inc = 2 za diferencijalni udarni presjek dobivamo
1
do= EFHf. (5.24)

Uvrstimo li (5.24) u (5.24) dobivamo

MG
me me+

©F 5

g,gf ete~
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Podsjetimo da je Thomsonov diferencijalni udarni presjek dan s

<%>T:;<47e:m>2;(5i‘5f)2~ (5.26)

Zatim uz
sz _ 87'[271’12 di Z N /d3p/ d3p/ — plz ddel (5 27)
iz, wiwy i) T, = (27_[)3/ ’ .
dobivamo
o o 2
1 e
(5.28)

gdje je p' = (p', Q) relativni impuls izlazne Gestice, a () prostorni kut izlazne Gestice.

Integriramo po energiji izlazne Cestice 1 koristimo zakon ocuvanja energije w; = wy — Ep +

Ecm + p’z/ 2u te dobivamo trostruki diferencijalni udarni presjek

3 o o
&> _ 1 ﬁmzp/E/ <d0'> <1I1f’ <1ei§k?_|_ 1e—i§k?> ’Tz>
T ur M+

dwfdedQ/ (27-()3 wj aQ
gdje je u nerelativistickom rezimu E' =~ u, a p’ = m\/wi —wys — |Ep| — k2 /4m.

2

. (5.29)

5.1.1 Bornova aproksimacija

Pocetno stanje ¥; predstavlja funkcija vezanog stanja (pozitronij), a kona¢no u kona¢nom
stanju ¥ koristit ¢emo ravni val (5.14) za elektron i pozitron. Amplituda dana u jednadzbi
(5.29) raspisana pomocu ravnog vala ¢e u slu¢aju rasprsenja na pozitroniju poprimiti iduéi

oblik:

me M+
— ﬁ /el(%k_ﬁ/) 7 e_%gr dsr _|_ N /e_l(%k+ﬁ/) 7 e_%gr d3r
me Mo+
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Definiramo vektore 74 = %E—l— pig.= %E— 7', za koje vrijedi 7+ - ¥ = q+7 cos ¢ kako vidimo

na slici 5.1, te koristimo ¢injenicu m, = m,+ = m pa integrali iz (5.30) postaju

% |:/eiqrcos19 ef%(jr d3r+/efiq+rcost9€f%§r Bl (5.31)

Prelazimo na sferne koordinate u kojima gornji integrali postaju

M+ lei>

M,
2
_ E |:/ / T[/nef%ér [eiq,rcosﬂ +e*iq+rcosﬂi| rzsinl‘/’dﬂdcl)df’}
m 0 0 0

N © 2 —1§r i ig_rcos® —ig, rcost .
— 27— / r2e 2 / {e q- +e M } sinddodr (5.32)
m 0 0

1

k-7

il
e 13

=4

ad 1
re 2% [g_sin(g.r) + gy sin(g_r)] dr
T m/o [9-sin(g+7) + g+ sin(q-1)]

Ng 1 1
= [(§2+4qi)2+(€2+4q2_)2]'

Podsjetit ¢emo se da je g4 = & (%% 7')? te N = /¢3/m, pa za amplitudu rasprienja
(5.32) dobivamo

64 5 1 1
_ o/ne s+ 5 |- (5.33)
m 17 N2 17 0\2
{§2+4<2k+p’> } [§2+4<2k—p’) }
Za potrebe rac¢unanja udarnog presjeka, amplitudu (5.33) treba kvadrirati. Pritom je, zbog

preglednosti, zgodno definirati ¢lanove u zagradi kao

1 , 1

i.= 5 i = 5 - (5.34)
Y L 2
g2 +4(3K+p) g2 +4(3k-7)
Kvadriranjem amplitude (5.33) dobivamo
64 . c .
M| = TCC (3 +2ipi +i%). (5.35)

Trostruki diferencijalni udarni presjek dan je s (5.29) pa uz koristenje (5.35) dobivamo

d30' e 865 ! (2 .. ) dU
<W>Bom— e @i+ ) (35). (5.36)
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B =

Slika 5.1: Vektori g4 i g—.

Integriranjem TDCS (5.36) po prostornom kutu dQ)' = 27 singdg dobivamo DDCS za ras-

prsenje fotona na pozitroniju

dz(T Ps - d30' Ps ‘
(dwfdﬂf)Bom s <dwfdnfdQI>A2 sing d¢

_ 16&° wy 'p (da

(5.37)
7T
SR dQ>T/O (2 +2iyi +12) sing dg.

Prema (5.34) integral u (5.37) mozemo razdvojiti na tri integrala od kojih su integrali koji

odgovaraju ¢lanovima it ii_ jednaki

” sing de _/” sing de
2 1z —*/24_0 2 1z —'/24
[C +4<2k+p)} [5 +4(2k—p)]
[(4p2 + k2 + 22)2 — 16p’2k2]3,

(5.38)

_2
"3

a integral koji odgovara srednjem ¢lanu 2i% 2 je

” 2singdg
0 " 212 " 212
[§2+4(§k+ﬁ’) ] [§2+4(;k—ﬁ') }

- /” 2singdg
0 [(4p2 + k2 + &2)2 — 16p2k? cos? (P]Z

In | 4222+ +4p'k

B 2 4p2 2+ —4p'k
(4p™ + k2 + 52)4 — 16p2k2 (4p” + k2 + 52)2 Ap'k (4p” + K2 + 52)3’
(5.39)
Uvedemo li pokrate
A=4p? + K2+ &,  s=4pk, (5.40)
iz (5.37), (5.38) i (5.39) dobivamo
< dzo_ >PS
dwfde Born (5 41)
168° wr , , (do 2 32442 2 In |4 |
2T yE (S5 (2 + + .
T w; dQ )¢ \3 A2 - 52]3 At —s2)2 SA3
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5.1.2 Coulombov val

U ovoj aproksimaciji za kona¢no stanje |'¥ f> mozemo koristiti Coulombovu valnu funkciju
oblika
¥(r) = ™/2T(1+ig) 1F (—ig, 1, —i(p -1+ p'r)) €7, (5.42)

gdje je L =¢&/p’, a koristene su gama funkcija I' i konfluentna hipergeometrijska funkcija 1 F;.
Gaussova funkcija ée i8¢eznuti prilikom kvadriranja amplitude rasprSenja koristeéi svojstvo

27¢

2
/2 r1+ig)| = 1 —e271C°

(5.43)

Za pocetno stanje koristimo isto osnovno stanje kao i u prethodnom poglavlju (5.14). Am-

plituda rasprsenja dana je s

' ‘I’i> (5.44)

gdje su m, i m,+ masa elektrona i pozitrona, a k= Ei — Ef je prijenos impulsa. Vrijedi da je

Me = Me+ = M. Za matricni element nakon integriranja [35,53] dobivamo

Mi:;\/fe’?m_ig) </§;>ig [(14—%)—1@(1—%)], (5.45)

gdje je

Al (K —2p? +2¢%) —igp/, (= (5.46)

|

- 2
1 k —/ 2 —
5 (iZ—P> +¢7|, B=

Trostruki diferencijalni udarni presjek je dan s (5.29). Uvrstavanjem amplitude (5.45) i

=< |

koristenjem jednadzbe (5.43) dobivamo

3
dwfjﬂidﬂ’ B (271T)3 ‘C‘ZmZP’E/ (%)T Mt MF (5.47)
:(2;)3 c:){ £ (%>T§j 1 —Zziré [+ Jo- [+ 2Re (aa) ]
gdje je .
ay — AfltB (“;})1@ (Ap+B—if (B—AL)]. (5.48)
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Kvadrati amplituda |a4|? i Re (a,a*) jednaki su

112 / 2, a2 2
2, |2 = 16K2 2k° F kp'cosy ‘Z (p'” + &%) cos” B . 2%V
(1 -+ 2=k cospr ) (724 2+ 112)7 = p2i]
5.49
[%kz —((1+ Cz)Zp’zcos2 ﬁ] cosd + {p'kcos Bsiné (5:49)
Re (a;a*) = 16k 5 2 5 e %Y,
(32 +p2+2)" —kp'cos? B | (p2 + &+ 1) - pi?]
gdje smo uveli iducée veli¢ine
k=K, p'=mJw;—ws—Es| - Ecu,
/ 5. 12 4 2 L @2 gy (5.50)
p=arctan 20 cosp= 2 o PPE ZH
e =p?+g 2P i +p?+ 8 +kp
Uvedemo li sad Cesto koristene varijable u i y definirane kao
m k 2¢
_m oy ) 51
mozemo definirati |a4|? i Re (a;a*) kao
2 opey® 1F 29t + (14 2uy)t
|as]" ="V 55 2 1’
(14 u?)(1+uyFt) (5.52)
Re(a.a" ) — e—zwéyj [1— (14 2uy)t*] cos x + 2ytsiny '
o &1+ [(1+uy) - g2
gdje smo definirali nove veli¢ine
Yy _ 1+uy—ot y—1u _ ) _
g_;, X—@lnm,tp—arccosﬁ, v¥=1/1+2uy —y*, t=cosp.
(5.53)

Uvrstavanjem u (5.29) i integriranjem po izlaznom kutu elektrona dobivamo DDCS za ras-

prsenje fotona na pozitroniju s Coulombovim valom oblika [51]

5 o™ (i0r3)
ERTOP = +1, (5.54)
<dwf de Coulomb dwf de +
gdje je
Ao N _ 8 (o) wp, 147 e 55
dwgdQy ), 3m3rg \dQ ) wi” (14u2)® 1—e 27 '

a I je interferencijski ¢lan dan s
1 wy(do g° NI,
b (M))Tl_em/me(aw_)dn . (5.56)

C27mm w;
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5.2 Diferencijalni udarni presjek po energiji elektrona

U ovom poglavlju izvest ¢emo dvostruki diferencijalni udarni presjek (DDCS) po energiji
izlaznog elektrona, za razliku od prijasnjih udarnih presjeka diferenciranih po enegiji raspr-
senog fotona. Kut izmedu impulsa rasprsenog i upadnog fotona je € pa su impulsi upadnog

i rasprsenog fotona dani s
ki = (w;, 0, 0), %f = (wy cosb, wysind, 0), (5.57)
a prijenos impulsa je
k= (wi — wg cosB, —wy sinb, 0). (5.58)

Kut izmedu impulsa rasprsenog elektrona i upadnog fotona je @1 pa je impuls rasprsenog
elektrona dan s

p1 = (cos @1 cos P, sin @1 cos P, sin D) (5.59)

gdje je s ® oznacen kut izmedu ravnine koja sadrzi vektore Ei i Ef i ravnine koja sadrzi vektore

-

kl' i ﬁ].
Vjerojatnost prijelaza dana je s

et 2 ks dPpy P,

o Y 2
Tip=2m 4wiwfe;ef (€i-e)” M| (2r)3 (2m)3 (27)® (5.60)
i f 2m  2m l f ,
gdje je
_ l il g7 l —il k7|,
M—<‘I’f‘m€2 e ‘I’z>- (5.61)

—

Pritom je 7 =71 — 7. Diferencijalni udarni presjek jednak je

o = (27T)3 m? di | ’2 d3kf d3pl d3P2
- wjws dQ) ) ¢ (27)3 (271)3 (271)3

2 2
5<wi+EB_wf_2r;Z—2r;il> 53(ki—kf—ﬁ1—ﬁ2).

Prvo ponistavamo impuls pozitrona koristeé¢i trodimenzionalnu delta-funkciju za zakon ocu-

vanja impulsa i dobivamo

_ N . 2
2 (B-K-m) )\ @k ap
2m 2m @) 2n)

(5.63)
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Slika 5.2: Kinematika rasprsenja na pozitroniju. Kut izmedu ulaznog i rasprsenog fotona je 0,
a kut izmedu ulaznog fotona i elektrona je ¢1. Kut izmedu ravnine koja sadrzi vektore k; i kf i

ravnine koja sadrzi vektore Ei ipje®.

Koristeci d3p1 = p% dp1d =mp1dE1dQ)y i d3kf = w% dwsdQy dobivamo

o m \3p1 (do 2
dE1d0qdQy <4n2) w; <dQ>T M|

SN o 2
(ki . kf . ﬁl) (5.64)
-/wf5 wi—i—EB—wf—El— m dwf.

Zatim treba integrirati po energijama rasprsenog fotona. Integraciju po energiji w; mozemo
znacajno pojednostaviti ako u nastavku pretpostavimo da su energije ulaznog fotona ne vecée
od 10 keV [36]. Definiramo novu veli¢inu f = w ¢/ wj te pretpostavljamo da e za male energije
ulaznog fotona vrijediti aproksimacija t ~ 1. U toj aproksimaciji koriste¢i (5.57) i (5.59) za

prijenos impulsa dobivamo

k=14/ (Ei —@)2 = \/wlz —2wiwfc059+wj%

= w; V1 —2tcos + 12 (5.65)
~ w;iy/2(1 — cosh).
Koristeci identitet sin% =4/ % zakljuCujemo
. 0
k ~ 2w; sin . (5.66)
Vektor prijenosa impulsa (5.58) u aproksimaciji f ~ 1 postaje
k= w;i (1 —cosf, —sinb, 0). (5.67)

70



Koristeéi (5.67) i (5.59) mozemo izacunati i skalarni umnozak

—

k- p1 = w;ipy[cospr — cos (1 — 0)] cosD. (5.68)

Sad se integracija po wy moze provesti na iduci nacin

)

/wf<5 wi+EB_Wf_E1_ da)f% w;+Eg—E — ~——F—

2m 2m
(5.69)
Na taj nacin iz (5.64) dobivamo
- 2
o m\3 py (do ’ (k—m)
= — | == +Ep—E1 — —F7——|. 5.70
dEldﬂlde (47‘[2) Wi (dQ)T |M‘ Wi+ Es ! 2m ( )
Za kvadrat matri¢nog elementa koristimo (5.35), a uz definicije (5.34) dobivamo
- 2
dc &\’ ;i (k_ pl) do 2 L0
— = = +Ep—E — ———"— — 2y .
dEldﬂlde " (7'[) wi Wit Ep ! 2m <dQ>T (Z++ F+? +17)
(5.71)

Koristenjem (5.15) TDCS se moze prikazati u ovisnosti o varijablama w;, E1 i ¢1. Grafovi
TDCS danim s (5.71) u ovisnosti o kutu rasprsenja elektrona prikazani su na slici 5.6. Re-
zultat je usporeden s diferencijalnim udarnim presjekom iz 1.S.Stepantsov [36] te pokazuje
dobro poklapanje za kut rasprsenja ¢ = 0° (“front-scattering”). Za taj kut izmjereni udarni
presjek je najvedi i iznosi oko 10728cm2eV~!sr~2, dok je najmanji za kut rasprienja @ =180°

("back-scattering”) i iznosi oko 10~32cm2eV ~lsr=2.

Zatim (5.70) integriramo po prostornom kutu izlaznog fotona,

d2c A3
-/ 40,
dE d0y; ) dE d0ydOy;
4 Ao
-9 — &
7'[/0 dEldﬂlde sin6 do

2 2)\2 (5.72)
=27Tm (é’) ﬂ wi+EB_E1_ ( )
) w; 2m

T (do ) .. ) .
/ o) (i3 +2ipi_ +i%) sinf df.
JO T
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Integriranjem dobivamo DDCS po energiji i prostornom kutu rasprsenog elektrona. Grafovi

ovisnosti DDCS danog s (5.72) o energiji elektrona E; prikazani su na slikama 5.7, 5.8 1 5.9

te su usporedeni s [36]. Koristen je kut rasprsenja elektrona ¢ = 0°, a energije fotona su:
w; =2keV (slika 5.7a), w; = 2.5keV (slika 5.7b),

w; = 2.75keV (slika 5.8a), w; = 3keV (slika 5.8b),

w; = 3.75keV (slika 5.9a), w; = 5keV (slika 5.9b).

5.3 Pobudena stanja

U ovom poglavlju izvest ¢emo udarne presjeke za neke od pobudenih stanja pozitronija, a
pritom éemo koristiti iste konstante { =2/ap i N = /&3 /7 kao i za osnovno stanje. Po¢etno
stanje ¥; dobit ¢emo koristeéi odgovarajuce sferne harmonike i radijalne funkcije za pobudeno

stanje, a konacno stanje ¥y bit ¢e ravni val za elektron i pozitron.

5.3.1 L1

Koriste¢i Z =1, ap = 2ag te konstante ¢ i N, iz (4.14) zakljuc¢ujemo da su radijalna

funkcija i sferni harmonik oblika

3
1\?2 _r
R2,0:2(> <1—r>e ", Y0 =
ap ap

a pocetno stanje je opisano s

(5.73)

N —

g Y2y <1 - ;@) e 7. (5.74)

Matri¢ni element je

M:1<‘Iff

m IIIi>
VAN [ (207 e - 1 .

= i T2 q-rcost —igyrcost 1 2
4m [/0 /0 _/0 e 2 [e + e 1+ } (1 erj)r sznﬁdﬂd(pdr]

o T : i
_ V27N [/ 2 ke <1 _ ;r§>/ [equrcosﬁ +eﬂq+fcosﬂ] sz'm?dl?dr] (5.75)
0 0

il t.7 _ilg7
el2 k-7 +e iz k7

2m
= ﬁﬁlr\; Owre_iﬁy <1 - ;rgf) [g-sin(g4r) + g4 sin(g_r)] dr
_ 32v2rNg [2611 +203 — & 20 +29° — CZ]
oo (Z+42)P (P H4R)
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Kvadriranjem amplitude (5.75), uvrStavanjem u jednadzbu (4.38) i sredivanjem dobivamo

TDCS za rasprsenje na pozitroniju u L1 stanju,

o \T_ 2568 L (do) wp
dwedQpdQY ), (m7r)? P dQ ) w;
[2»751 +ogh — & 29 +242 — 7’
(2 +442%)° (€2 4442 )3

(5.76)

5.3.2 M1

Koriste¢i Z =1, ap = 2ap te konstante ¢ i N, iz (4.36) zakljuc¢ujemo da su radijalna

funkcija i sferni harmonik oblika

2 \? 4r 8%\ _2 0 1 /1
— _ 3a — _
R3,0(7’) =2 (3611)) (1 3€lp + 27&%) e r, YO (9,(P) 5 7_[, (5.77)

a pocetno stanje je opisano s

[NT8)

1 2 2 o
yMI — 3\—@1\1 (1 — i+ r2§2> e, (5.78)

Analognim postupkom kao za Ll-stanje dobivamo matri¢ni element i odgovarajuéi TDCS
( B )Ml _ 2168 JE! <dtf> wy
dwsdQpdQY ), (mm)? aQ ) ¢ w;
1 1
+ 5+ 5 3
(942 +¢%)° (992 + &)

L [q+ (34> —q-8%) | - (3¢% =4+
g- (9% +&)° gy (9% +&)°

}2.

Na slikama (5.10), (5.11) i (5.12) prikazana je ovisnost dobivenih TDCS o energiji rasprsenog

dan s

] (5.79)

@ -92) , (&-9¢)
(92 +&)" (93 +&)"

+9¢2

fotona za nekoliko kutova rasprsenja fotona. Povecanjem kuta rasprsenja vidimo kako su sve

viSe izrazena dva maksimuma, od kojih je veéi maksimum onaj blizi FEA energiji.
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5.4 Rezultati i diskusija

U poglavlju 5.1 izvedeni su diferencijalni udarni presjeci u A% aproksimaciji za rasprsenje
fotona na pozitroniju. Jednadzba (5.41) daje DDCS koriste¢i Bornovu aproksimaciju, a jed-
nadzba (5.55) DDCS s Coulombovim valom bez interferencijskog ¢lana. Sada ¢emo prikazati
DDCS za razli¢ite energije upadnog fotona te usporediti rezultate za Ps u Bornovoj aproksi-
maciji (puna linija), s Coulombovim valom (isprekidana linija) te za H-atom (tockasta linija).
Na svim grafovima vertikalna isprekidana linija predstavlja energiju rasprsenog elektrona u

aproksimaciji slobodnog elektrona.

Na slikama 5.3, 5.4 1 5.5 jasno se vidi oblik Comptonskog vrha te njegovo Sirenje (defekt)
u odnosu na energiju rasprsenja na slobodnom elektronu. Rezultati dobiveni koristenjem
Bornove aproksimacije dobro opisuju Comptonovu liniju i pokazuju jedan maksimum na
energijama manjim od one dane FEA aproksimacijom te one na H-atomu. U rezultatima
s Coulombovim valom uoc¢avamo doprinos dvaju maksimuma, od kojih se jedan dobro po-
dudara s maksimumom u Bornovoj aproksimaciji. Takoder, za sve aproksimacije uoc¢avamo

povec¢avanje DDCS sa smanjenjem energije upadnog fotona.

Slika 5.3a pokazuje dobro podudaranje energije rasprsenja za vodikov atom i pozitronij u
Bornovoj aproksimaciji, a u racunu s Coulombovim valom za Ps vidimo dva maksimuma, od
kojih se onaj veéi gotovo podudara s racunom u Bornovoj aproksimaciji, uz malo odstupanje
prema visim energijama od nekoliko eV. Smanjenjem energije upadnog fotona upola, na slici
5.3a uocavamo sli¢nu situaciju, a DDCS se povec¢ao gotovo dvostruko u odnosu na prijasnju

energiju upadnog fotona.

Slika 5.4a pokazuje odli¢no slaganje Coulombovog rac¢una s rezultatom Bornove aproksi-
macije, a maksimalna energija rasprsenja je nesto niza od one za H-atom pri istim uvjetima.
Na slici 5.4b su ponovno izrazena dva maksimuma u Coulombovoj aproksimaciji, od kojih je
visi maksimum onaj na nizim energijama i on se gotovo podudara s Bornovom aproksimacijom

u visini i polozaju.

Na slikama 5.5a, i 5.5b izrazenije je Sirenje linija, a iznos DDCS je znatno veéi nego pri
prethodnim, visim energijama upadnog fotona. Racun Bornove aproksimacije i onaj s H-
atomom predvidaju maksimum pri gotovo istim energijama, dok za rezultat s Comptonovim

valom postoji odstupanje prema manjim energijama.
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Slika 5.3: Usporedba DDCS u A2 aproksimaciji s ravnim valom i Coulombovim valom za rasprienje
fotona energije (a) 100keV i (b) 50keV na pozitroniju. Vertikalnom isprekidanom linijom prikazana
je energija rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona, a tockastom linijom prikazan je DDCS
za rasprsenje na atomu vodika u osnovnom stanju. Kut rasprsenja fotona je 6 = 123°.
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Slika 5.4: Kao na slici 5.3, samo za rasprSenje fotona energije (a) 20keV i (b) 10keV.
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Slika 5.5: Kao na slici 5.3, samo za rasprsenje fotona energije (a) 5keV i (b) 2keV.
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U poglavlju 5.2 prikazani su rezultati za trostruko i dvostruko diferencirani udarni presjek
rasprsenja fotona na pozitroniju, diferencirani po energiji izlaznog elektrona. Izvodi su na-

1. . k . t s A2 k . .o . 1 1 t. d . . d .
pravljeni koriste¢i A< aproksimaciju s ravnim valom, a rezultati su usporedeni s onima danim

u ¢lanku I. S. Stepantsova [36].

Na slici 5.6 prikazani su rezultati presjeka dobivenog jednadzbom (5.71) (puna linija) i
diferenciranog udarnog presjeka u ovisnosti o energiji rasprsenog elektrona za dva kuta ras-
prSenja fotona: 6 = 90° (slika 5.6a) i 6 = 180° (slika 5.6b). Vertikalna os prikazana je u

logaritamskoj skali.

Na prvom grafu za slucaj fotona rasprsenog pod kutom od 90° vidimo da rezultat iz ovog
rada predvida najmanji TDCS za kut rasprsenja od oko 100°, $to nije potpuno u suglas-
nosti s rezultaatima iz ¢lanka, ali za maksimalnu vrijednost TDCS postoji podudaranje koje
daje maksimum za kut oko 315°. Povecanjem kuta rasprsenja fotona na 6 = 180° (”back-
scattering”) vrijednost TDCS ostaje priblizno ista, ali se maksimum rasprsenja elektrona
pomice prema kutu od 0° (“front-scattering”). Podudaranje s rezultatima iz ¢lanka je opet
bolje za maksimum, ali ne i za minimum. U oba sluc¢aja u rezultatima iz ¢lanka predvidena
su dva minimuma, umjesto jednog, dok rezultatu u ovom radu predvidaju jedan minimum

pri onom kutu koji je aritmeticka sredina dvaju minimuma iz ¢lanka.

Na slici 5.7 prikazani su rezultati DDCS presjeka jednadzbom (5.72) i usporedba s rezul-
tatima iz istog Clanka [36]. Uocavamo kako se presjek zamjetno razlikuje od nule pri malim
kutovima emisije elektrona i pri njegovim niskim energijama. Takoder uoc¢avamo kako dife-
rencijalni udarni presjek tezi prema nuli pri E;{ — 0. Pri malim energijama upadnog fotona
(w; < 0.01m,) najveéi udarni presjek izmjeren je pri malim energijama elektrona, $to je i

ocekivano za tako niske energije upadnog fotona.

Pove¢anjem upadne energije fotona na grafovima 5.8 i 5.9 uocavamo kako vrh pri ma-
njim energijama postaje oStriji. Polozaj maksimuma na malim kutovima (kao $to je u ovim
grafovima za @ = 0°) moze se objasniti ¢injenicom da DDCS ima vrhunac onda kad elek-
tron preuzima cijeli preneseni impuls. Vrh ¢e se najjasnije vidjeti onda kada se foton rasprsi

unatrag ( "back-scattering”), sto dovodi do rasprsenja elektrona prema naprijed.

Pri energijama elektrona E; = O.Swi2 pocinje se pojavljivati drugi, Siri vrh koji postane
izrazito vidljiv na grafu (5.9b). Povecanjem energije upadnog fotona dio impulsa se prenosi

i na rasprseni pozitron i foton, pa se elektron ne rasprsuje gotovo iskljuc¢ivo prema naprijed.
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Slika 5.6: Ovisnost trostruko diferenciranog udarnog presjeka o kutu rasprsenja elektrona za zadanu
energiju fotona w; = 5keV, energiju rasprsenog elektrona E; = 27.2eV i kuteve rasprsenja fotona
(a) 8=90°1 (b) 6 = 180°. Punom linijom je oznacen TDCS dobiven jednadzbom (5.70), a krizi¢ima
su oznaceni rezultati iz [36].
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Slika 5.7: Ovisnost dvostruko diferenciranog udarnog presjeka o energiji elektrona za zadanu ener-
giju fotona (a) w; =2keV i (b) w; =2.5keV uz kut rasprienja elektrona ¢ = 0°. energiju rasprsenog
elektrona E; = 27.2eV i kutove rasprienja fotona (a) 8 =90° i (b) 6§ = 180°. Punom linijom je
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Slika 5.8: Isto kao na slici 5.7, samo za energije fotona (a) w; = 2.75keV i (b) w; = 3keV.
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Slika 5.9: Isto kao na slici 5.7, samo za energije fotona (a) w; = 3.75keV i (b) w; = 5keV.
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U poglavlju 5.3 izvedeni su trostruko diferencirani udarni presjeci za pobudena stanja
pozitronija: L1 (jednadzba 5.76) i M1 (jednadzba 5.76) koriste¢i Bornovu aproksimaciju. Na
grafovima 5.10, 5.11 i 5.12 prikazani su diferencijalni udarni presjeci u ovisnosti o energiji

rasprsenog fotona pri energiji ulaznog fotona od 2.5keV za tri razli¢ita kuta rasprsenja fotona.

Pri kutu rasprsenja od 60° dobiveno presjek za L1 stanje predvida jedan maksimum, dok
presjek za M1 stanje predvida dva maksimuma koja su oko pet puta manjeg iznosa. Energije
maksimuma su nesto manje nego one koje dobivamo FEA aproksimacijom na slobodnom

elektronu.

Povec¢avanjem kuta rasprsenja fotona na 90° za L1 stanje uoCavamo pojavljivanje drugog
maksimuma i smanjivanje iznosa udarnog presjeka, dok se maksimumi za L1 stanje poos-
travaju. Taj trend se nastavlja i pri kutu rasprsenja od 180° ( "back-scattering”) gdje jasno
vidimo po dva maksimuma za oba stanja, od kojih je nesto ve¢i maksimum onaj na energijama

blizima FEA energiji.
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Slika 5.10: Ovisnost trostruko diferenciranog udarnog presjeka o energiji rasprsenog fotona na
pozitroniju stanja L1 (puna linija) i M1 (isprekidana linija). Energija upadnog fotona je w; =
2.5keV, a kut rasprsenja fotona je 8 = 60°. Vertikalnom isprekidanom linijom prikazana je energija
rasprsenog fotona u slucaju slobodnog elektrona.
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Slika 5.12: Isto kao na slici 5.10, samo za kut rasprsSenja fotona 6 = 180°.
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6 Zakljucak

Comptonovo rasprsenje je neelasti¢no rasprsenje fotona na elektronu. U pocetnim poglav-
ljima ovog rada prikazan je diferencijalni udarni presjek za rasprsenje fotona na slobodnom
gibaju¢em i mirujuéem elektronu te rasprsenje na vezanom elektronu. Kratko su predstavljene
aproksimacije u okviru klasi¢ne elektrodinamike i teorije polja: Waller-Hartree aproksimacija
i impulsna aproksimacija. Prikazan je diferencijalni udarni presjek u WH aproksimaciji izra-
¢unat koriStenjem [42], te usporeden s rezultatima mjerenja preuzetima iz [43], gdje vidimo
dobro poklapanje ove aproksimacije s eksperimentalnim podatcima. Koristenjem Bornove
aproksimacije izracunati su diferencijalni udarni presjeci za vezane elektrone u osnovnoj K
ljusci te u pobudenim ljuskama (L,M). Takoder je u ovoj aproksimaciji izracunat diferencijalni
udarni presjek po energiji rasprsenog elektrona. Prikazani su diferencijalni udarni presjeci
za K i L1 ljusku atoma silicija koji pokazuju da je DDCS nesto manji za pobudenu ljusku,
dok se maksimum pomice prema veéim energijama rasprsenog fotona. Za pobudena stanja
su prikazani TDCS i potpuni udarni presjek, koji pokazuju dobro poklapanje s rezultatima
iz. [14]. Izracunati su i diferencijalni udarni presjeci koristenjem Coulombovog vala umjesto
ravnog vala za osnovno stanje i nekoliko pobudenih stanja (L1, M1). Graficki su usporedeni
rezultati za TDCS 1 DDCS u Bornovoj aproksimaciji i u aproksimaciji s Coulombovim valom,
slijedom. Rezultati pokazuju dobro poklapanje polozaja Coulombovog vrha koji je na nesto

nizim energijama nego je to slucaj u FEA pristupu.

U posljednjem poglavlju obradeno je rasprsenje fotona na pozitroniju. Izvedena je opca
jednadzba za trostruko diferencirani udarni presjek po energiji fotona, a zatim su koriste-
njem ravnog i Coulombovog vala dobiveni dvostruko diferencirani udarni presjeci. Rezultati
prikazani na graficki te pokazuju dobro poklapanje obje aproksimacije. Takoder uoceno je
da je udarni presjek za rasprsenje na pozitroniju veéi nego za rasprsenje na vodiku pri jed-
nakim uvjetima, sto je posljedica rasprsenja na dvama centrima. slicno kao pri rasprsenju
fotona na molekuli Hj, kod pozitronija zbog rasprsenja na dvama centrima se opaza ucinak
interferencije. Izracunat je i diferencijalni udarni presjek po energiji elektrona za Bornovu
aproksimaciju, a rezultati su prikazani graficki i usporedeni s rezultatima iz ¢lanka [36].
TDCS pokazuje dobro poklapanje na podrucjima maksimuma, ali slabije poklapanje za mi-
nimum, dok je za DDCS poklapanje jako dobro. Naposlijetku, izra¢unati su diferencijalni
udarni presjeci za pobudena stanja pozitronija (L1 i M1) u Bornovoj aproksimaciji. Rezultati
su prikazani graficki i pokazuju kako s porastom kuta rasprsenja uocavamo dva maksimuma
za DDCS, za oba pobudena stanja, na priblizno jednakim energijama manjima od energije

za FEA aproksimaciju pri istim uvjetima.
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Dodaci

Dodatak A Feynmanovi dijagrami u QED

Feynmanovi dijagrami su simbolicki prikaz interakcije cestica te ne predstavljaju stvarne
putanje Cestica u prostoru [54]. Vodoravna dimenzija je vrijeme, ali vertikalni razmak ne
odgovara stvarnoj fizickoj udaljenosti. Na Feynmanovim dijagramima vrijeme tece vodoravno
i udesno. Dijagram se moze is¢itavati na nacin da nabijena Cestica emitira ili apsorbira foton
i zatim izlazi iz procesa. Ulazna cestica moze biti kvark, elektron, ili bilo koji nabijeni
lepton. Kad strijelica na liniji estice pokazuje unatrag, to znaci da se opisuje Cestica koja se
kreée unatrag u vremenu, odnosno anticestica koja ide naprijed u vremenu. U svakom vrhu

dijagrama vrijedi ocuvanje energije i momenta, a time i za dijagram u cjelini.

Svakoj vanjskoj liniji dodijeljen je Cetveroimpuls sa strijelicom koja pokazuje naprijed u
vremenu. Ako je u pitanju fermion, strijelica ¢etveromomenta podudarat ¢e se sa strijelicom
koja pokazuje gibanje fermiona. Naprotiv, za antifermion dvije strijelice ¢e pokazivati u su-
protnim smjerovima. Za svaku unutarnju liniju koja predstavlja fotonski propagator takoder

se nadodaje Cetveroimpuls sa strijelicom kojoj proizvoljno odabiremo orijentaciju [54].

Vanjske i unutarnje linije prikazane su u tablici ispod [54].

Cestica Orijentacija Simbol Oznaka
ulazni — u
fermion
izlazni Oo—— u
ulazni —_— [
antifermion
izlazni r—— v
ulazni i €y
foton

. . *
izlazni | N €,
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Dodatak B Feynmanova pravila za QED

Vrhovi Za svaki vrh dodajemo ¢lan

igey", (B.1)

gdje je g. bezdimenzijska konstanta vezanja.

Propagatori Za svaku unutarnju liniju dodajemo clan:

Fermioni i antifermioni:

i(y" m

(72%‘ +2 )’ (B.Z)

qg>—m

Virtualni fotoni:

—iguy

. (B.3)
P
Ocuvanje energije i momenta Za svaki vrh se nadodaje delta funkcija oblika

(2m)* 04 (ky 4+ ko + ... + k) (B.4)

gdje su k; (i € {1,2,...,n}) cetveroimpulsi koji ulaze u vrh (pozitivan predznak) ili izlaze iz

njega (negativan predznak).

Cetveroimpulsi Za svaki ¢etveroimpuls dodajemo ¢lan

d4
1 (B.5)
(2m)
i integriramo.
Ponistavanje delta-funkcije Konacni izlaz sadrzavat ¢e clan
(27'[)4 Hp1+p2t . —pn) (B.6)

koji odgovara ukupnom ocuvanju energije i imupulsa. Taj ¢lan pokratimo, a nakon mnozenja

s i preostaje samo M.
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Dodatak C Casimirov trik

Da bismo izveli jednadzbu za udarni presjek, potreban nam je kvadrat matrice rasprsenja
|M]? [54]. Pritom moramo uzeti u obzir i moguée smjerove spinova, ali buduéi da su u
eksperimentima smjerovi spinova cestica nasumicni, mozemo usrednjiti kvadrate amplituda

po svim moguéim konfiguracijama spinova

(IMP) = |M(s; = sp) . (C.1)

Kvadrat amplitude rasprSenja na primjeru rasprsenja dviju Cestica, koriste¢i pravila iz (B) je

2
(M= (}71%}73)4 (T ur) ((Faypuz) (F3y"ur)" ((Hayvuz)”, (C.2)

gdje su prva i tre¢a te druga i Cetvtrta zagrada oblika

E=(u,T le) (ﬁa I Mb)* = (ﬁa I ub) (ﬁafz ub) . (C.3)
Oc

Pritom su s a i b ozna¢eni odgovarajuéi spinovi i impulsi, a T = 7Ty

Sumiranjem po spinovima b dobivamo

b

b=1,2 (C4)
=u,I' (Vb + mb)fz Ug.
Nadalje, sumiranjem po spinovima 4 dobivamo
Y Y= =Y w1 (pa)Ta (p, +my) T2 (pa)
a b a (C.5)
="Tr [H (;ﬂb + ﬂ’lb)fg (?a + m,l)} .
Zajedno, zaklju¢ujemo da vrijedi

Z (ﬁa I I/lb) (ﬁa I Mb)* ="Tr [Fl (Vb -+ mb)fz (Va + ma)] . (CG)

spinovi

Na taj smo nacin sumiranje preko spinova zamijenili mnozenjem matrica i racunanjem traga

[54]. Ta metoda naziva se Casimirov trik'3.

Bizozemski fizicar H. B. G. Casimir
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