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Sazetak

Ovaj rad nadahnut je ¢lankom Quantum technology: the second quantum revolution.
Iznesen je rezultat John S. Bella kojim se odbacuje teorija skrivenih varijabli u kvantnoj
mehanici i time se opovrgava teza Alberta Einsteina o spooky-action at the distance pri

spregnutim cesticama. Dan je pregled osnovnih pojmova kvantnog rac¢unanja. Uvodi se
pojam qubita te reprezentacije istog na Blochovoj sferi. Definirana su najcesée koristena
kvantna logicka vrata i njihovo djelovanje te se izdvaja Cliffordova grupa unitarnih
transformacija. Istice se efikasnost koristenja kvantnih logickih sklopova sastavljenih od
vrata van Cliffordove grupe na kvantnom racunalu, kao i rezultat o nemoguénosti
kloniranja nepoznatog kvantnog stanja, ali moguca teleportacija istog. Koristenjem
spomenutih kvantnih logickih vrata, izvodi se Deutschov algoritam. Pomoc¢u kvantnog
Fourierovog transformata, prikazan je Shorov algoritam za faktorizaciju broja N = 21. Na
kraju dan je osvrt na trenutni polozaj kvantnog racunala u odnosu na klasi¢na te se

objasnjava BB84 protokol.

Kljucne rijeci: qubit, spregnutost, logicka vrata, logicki sklop, kvantni algoritam,

kvantno rac¢unalo
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1 Uvod

Pocetkom novog stoljeca, dvojica kvantnih fizicara, Jonathan DowlingiGerard J. Milburn
[1] objavljuju ¢lanak Quantum technology: the second quantum revolution u kojem navode
kako se civilizacija nalazi u sredini druge kvantne revolucije. Prva kvantna revolucija zapocela
je pokusajem rjesavanja problema zracenja crnog tijela, odnosno rjeSavanja problema , ul-
traljubicaste katastrofe® kako je isti nazvao Paul Ehrnefest. Max Planck, voden idejom
kvantizirane energije oscilatora, izvodi relaciju za intenzitet zracenja crnog tijela u ovisnosti
o frekvenciji zrac¢enja i temperaturi. Godine 1924. godine na Sveucilistu u Parizu, pod men-
torstvom Paula Langevina, fizicar plemickog podrijetla Louis-Victor-Pierre-Raymond
de Broglie, temeljeno na radu Maxa Plancka i Alberta Einsteina, u svojem doktoratu
daje pretpostavku o valno — ¢esticnoj prirodi elektrona. Tri godine kasnije, L. Germer i C.
J. Davisson dobivaju ogibnu sliku elektrona na kristalima, ¢ime je de Broglieva pretpos-
tavka dokazana. Werner Heisenberg, zajedno s M. BornomiP. Jordanom objavljuju 1925.
godine tri clanka kojima su razvili matricnu mehaniku, u kojoj se fizicke veli¢ine reprezenti-
raju matricama. Nadahnut de Broglievom hipotezom, 1926. godine austrijski fizicar Erwin
Schrédinger objavljuje rad An Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecu-
les u kojem, zeleci poblize istraziti fenomen valne prirode tvari, uvodi jednadzbu propagacije

vala, koja njemu u ¢ast nosi ime Schrodingerova jednadzba:

8-7w2-m
A\P+T(E—V)\I/:O.

Vremenski — ovisna Schrodingerova jednadzba je linearna diferencijalna jednadzba drugog

reda po prostoru i prvog reda po vremenu:

oV (x,t) (_ n* 02

i hT =
gdje je h = % reducirana Planckova konstanta. Rjesenja Schrédingerove jednadzbe [2] su
stacionarna stanja [[| odredene ukupne energije [f| te je svaka linearna kombinacija rjesenja
Schrodingerove jednadzbe rjesenje Schrodingerove jednadzbe. Dvije godine kasnije, u radu
The quantum theory of the electron, engleski fizicar Paul Adrien Maurice Dirac kom-
binira specijalnu relativnost sa Schrodingerovom jednadzbom i dobiva relativisticku valnu
jednadzbu elektrona. Godine 1930., objavljuje knjigu The Principles of Quantum Mecha-
nics u kojem pokazuje ekvivalentnost matriéne i valne kvantne mehanike. Daljnji razvoj
kvantne mehanike obiljezile su rasprave tada vodecih fizicara o interpretacijama iste. 1935.
godine, Albert Einstein, temeljeno na teoremu John von Neumanna, zajedno s Borisom
Podolskim i Nathan Rosenom zakljucuje kako valna funkcija ne moze dati potpun opis re-

alnosti. Tridesetak godina kasnije, John S. Bell, pronalazi gresku u von Neumannovom

LGustoca vierojatnosti |¥(x,t)|? ne ovisi o vremenu.

2Svako mjerenje ukupne energije daje rezultat (H) = E.
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teoremu te odbacuje Einsteinovu teoriju skrivenih varijabli. Krajem drugog svjetskog rata,
engleski matematicar Alan Turing, radio je na desifriranju poruka sa Enigme, kriptograf-
skog uredaja koji su koristile sile osovine, ponajvise Njemacka. Uspjeh Alana Turinga i
suradnika pomogao je ubrzati okoncanje drugog svjetskog rata te se upravo on smatra ocem
racunalnih znanosti. Ve¢ 1947. godine izumljen je tranzistor, za koji su 1956. trojica fizicara
iz Bellova laboratorija, John Bardeen, Walter H. Brattain i William Shockley dobili
Nobelovu nagradu za fiziku. Ubrzani razvoj tranzistora i njihovo smanjenje u velicini, koji
se opisuje i Mooreovom zakonitosti [} doveo je do mikroskopskih integriranih krugova. Da-
kako, broj tranzistora u integriranom krugu moze se povecavati do granice koju dopustaju
zakoni fizike, dakle, do tranzistora reda veli¢ine atoma. Prva kvantna revolucija otkrila je
ljudima stvarno lice prirode, a uloga druge kvantne revolucije je koristenjem znanja o kvant-
nim sistemima i istrazivanjima fenomena kvantne mehanike primijeniti iste u informacijskim
tehnologijama. Potrebno je ovladati kvantnim principima poput kvantizacije, Heisenber-
gova nacela neodredenosti, superpozicije, tuneliranja, kvantne spregnutosti i dekoherencije
u svrhu razvoja instrumenata i tehnologija. Sam cilj ovladavanja principa kvantne meha-
nike je kreiranje kvantnog racunala, a ¢iji rad ovisi o preciznim mjerenjima (eng. Quantum
metrology), moguénosti ispravljanja gresaka (eng. Quantum control) te komunikacijskim
protokolima (eng. Quantum communication). Smatra se kako je to racunalo sposobno brze
i to¢nije obavljati zadatke prijenosa informacija, a pruza moguénosti sigurnije enkripcije po-
dataka. Unazad nekoliko godina, razvoj kvantnih racunala budi zanimanje Sire publike, Sto
se moze ocitati po naslovima znanstveno - popularnih stranica i ¢asopisa. Velike tehnoloske
kompanije, poput Microsofta i IBM-a, ulazu znatna sredstva u razvoj te tehnologije, tako je
2019. godine tvrtka IBM predstavila je prvo komercijalno dostupno kvantno racunalo IBM
Quantum System One. Sve to, utjece na misljenje kako je ta tehnologija ovdje, spremna za
koristenje, ali ipak njena sposobnost i upotreba ne potvrduju predstavljeno. 2022. godine
Nobelova nagrada za fiziku dodijeljena je Alain Aspectu, John F. Clauseru te Walnut
Creeku za eksperimente sa spregnutim fotonima, utvrdivanje krsenja Bellove nejednakosti te

uvodenje znacajnih inovacija u kvantnima informatickim znanostima.

31965. godine, Gordon Moore je opazio kako se svaki dvije godine broj tranzistora u integriranom krugu

udvostruci.
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2  Qubit

Klasi¢no, bit (eng. Basic Indissoluble information uniT) brojcana je jedinica koli¢ine in-
formacija, a takoder oznacava odabir izmedu dva brojcana stanja 0 ili 1 (Blnary digiT),
odnosno njima svaku alternativu. U kvantom slucaju, odgovarajuca jedinica informacije
zove se qubit. To je kvantnomehanicki sustav koji se moze izmjeriti u jednom od dva sta-
nja, koja se najcesée u Diracovoj bra-ket notaciji oznacavaju s |0) i [1). Fizicku realizacija
kvantnog bita moguée je ostvariti, na primjer, spinom elektrona (spin gore i spin dolje),
stanjem polarizacije fotona i nuklearnim spinom atoma. Osnovna je razlika izmedu bita i
qubita ta Sto qubit moze biti u superpoziciji stanja prije mjerenja, dok bit moze biti u samo
jednom od dva stanja, 0 ili 1. I vise, qubite mozemo mjeriti na vise nacina, ali samo jednom,

dok klasi¢ne bitove mozemo mjeriti samo na jedan nacin, ali vise puta.

2.1 Mjerenje qubita

Jedan od najjednostavnijih kvantnomehanickih mjernih uredaja su polarizacijski filtri. Pos-
tavimo li ispred izvora svjetlosti dva polarizacijska filtra (Slika [1}) [3], medusobno okomite
polarizacije, na projekcijskom platnu se ne opaza svjetlost, odnosno vjerojatnost da se foton

nade izmedu dva filtra te kasnije izmedu drugog filtra i platna je nula. No, kada bi se izmedu

Slika 1: Filteri medusobno okomite polarizacije

dva filtra postavio treéi (Slika .), polarizacije 45° u odnosu na oba, na platnu opazamo svje-
tlost. Nastavimo li tako i dalje s dodavanjem filtera, primijetimo porast intenziteta svjetla

Sto se opaza na platnu. Ako proizvoljnu polarizaciju zapisemo kao

) =alt)+5[=),

tako da vrijedi uvjet normalizacije o>+ /3% = 1 te foton dolazi do horizontalnog polarizacijskog

2 a apsorpcije 5%2. Time je prolaskom kroz filter

filtra, |1), vjerojatnost transmisije iznosi «
svjetlost horizontalno polarizirana. Vjerojatnost prolaza kroz vertikalno polarizirani filter,

| =) iznosi 0. Neka je sada umetnut tredi filter izmedu prva dva, tako da s oboje zatvara
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Slika 2: 3 polarizacijska filtera

kut mjere 45°, | /). Horizontalno polarizirano svjetlo koje je proslo kroz prvi filtar, mozemo

zapisati pomocu para ortogonalnih smjerova | /) i |N,) kao

1
=) = ﬁ(!ﬂ -\

Time smo presutno promijenili bazu. Tako predoceno, jasno je kako fotoni koji su prosli
kroz filter 1 imaju vjerojatnost 0.5 da produ kroz drugi filtar. Time fotoni koji su prosli oba
filtra imaju polarizaciju u smjeru vektora baze | 7). Kako vrijedi

1

V2

kroz treci, vertikalno polarizirani filtar, ipak prolazi svjetlost, zato sto postoji vertikalna

.7 () +1=)),

komponenta vektora | 7). Skup svih moguéih stanja kvantnomehanickog sistema zove se
prostor stanja. Nadalje, vrijedi da qubit moze biti opisan svakim kvantnomehanickim sis-
temom koji se moze reprezentirati dvodimenzionalnim kompleksnim vektorskim prostorom,
uz uvjet raspoznavanja dva linearno nezavisna vektora, |0) i |1). I vise, ako zahtijevamo nor-

miranost, dolazimo do skupa ortonormiranih vektora, odnosno baze prostora. Uobicajeno,

o[-

Kazemo da je kvantno stanje |¥) superpozicija baznih stanja, odnosno elemenata baze

za vektore baze uzimamo

{]0),]1)}, ako je ono netrivijalna linearna kombinacija vektora baze, odnosno vrijedi

W) = al0) + 5]1),a # 0,8 # 0.

Svaki mjerni uredaj, prema postulatima kvantne mehanike, mora imati dva intrizicno odredena
stanja mjerenja, kojima odgovaraju ortonormirani vektori |a) i |b) koji ¢ine bazu vektorskog
prostora. Tako na primjeru s polarizacijskim filtrima, koje shva¢amo kao mjerne uredaje,
tredi filtar, koji je zatvarao kut mjere 45° s prva dva, mozemo shvatiti kao uredaj s bazom

{1,79,1"\)}. Odabir baze je nuzan kako bi mjerenjem dosli do ispravnog, deterministickog
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Slika 3: Stereografska projekcija, I} Ishodiste kompeksne ravnine (0, 0) preslika se u sjeverni
pol, (0,0,1). Svakoj tocki kompleksne ravnine P pridruzena je jedinstvena tocka P’ na

jedini¢noj sferi.

rezultata. Mjerenjem dolazi do kolapsa valne funkcije, Sto znaci da se mijenja stanje kvant-
nog sistema. Valja napomenuti kako mjerenjem mozemo iz qubita saznati samo jedan bit

klasi¢ne informacije.

2.2 Blochova sfera

(Cilj je pronaci odgovarajuéu geometrijsku reprezentaciju prostora stanja jednog qubita. Neka
je bijektivno preslikavanje 7 dano s,
Ca
T:0110)+c|l)—»C=—=€C
C1

T:|1) — o0

Ako dva ili vise vektora predstavljaju istu realizaciju kvantnog stanja, kazemo da se oni
razlikuju do na globalnu fazu, imaginarnu jedinicu €'®, odnosno vrijedi |z) = €' |2'), pa je
moguce napraviti redukciju na kvocijentni prostor. S druge strane, relativna faza oznacava
kut u kompleksnoj ravnini izmedu dva kompleksna broja, c¢; i ¢;. Globalna faza nema
fizickog znacaja za kvantni sistem, dok dva stanja s razlicitim relativnim fazama oznacavaju
realizacije dvaju razli¢ita kvantna stanja. Svakom kompleksnom broju C = a + bi moguce je

pridruziti tocku (z,y, z) na jediniénoj sferi koriste¢i stereografsku projekciju II (slika [3) [3],

2a 20 1— |z
II: b) —
(a5) <|z12+1’|z\2+1’|z\2+1>
IT: 00+ (0,0,—1)

(1)

Time su jednoznac¢no odredene tocke, odnosno stanja na sferi, a neke od istaknutijih su

I1(|0)) = (0,0, 1), II(]1)) = (0,0, 1), I(|-+)) = (1,0,0),
H(|_>) = (_17070)7 H(M) = (Oa 170)? H(’_i>) = (07 _170)'

Time je stanje |0) sjeverni pol Blochove sfere, a stanje |1) juzni pol Blochove sfere. Neka

je sada na Blochovoj sferi odabrana proizvoljna tocka, odnosno stanje jednog qubita. Kut
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Slika 4: Blochova sfera

Sto ga sa z-osi zatvara radij-vektor te tocke oznac¢imo s 0, 6 € [0, 7] a kut $to ga s x-osi
zatvara ortogonalna projekcija radij-vektora tocke na xy-ravninu s ¢, ¢ € [0,2n]. Tada se

proizvoljno stanje moze zapisati kao
. 0 . 0
|D) = e\ cos 2 |0) + ¢'% sin 2 1) . (2)

Vektori ortonormirane baze Hilbertovog prostora su parovi antipodalnih tocaka na Blochovoj
sferi pa tako skup {|+),|—)} predstavlja Hadamardova baza, a skup {|0),|1)} standardna
baza. Primijetimo kako antipodalne tocke imaju suprotne predznake komponenata, a kako
vrijede relacije ¢ = arccos Z i ¢ = arctan £, prilikom zrcaljenja oko ishodista, mjera kuta ¢

se ne mijenja, dok se mjera kuta 6 uveca za m. Tako dva antipodalna stanja pisemo kao:

. 9 . 7
|®) = e~'% cos 3 |0) + ¢'% sin 3 1),

|Dy) = e7% cos o ; T |0) + ¢'% sin b+ 11).
Sada je skalarni umnozak:
(Pq] Do) = (ei(g Cosg 0] + o' Sing (1|> (e‘ig Cos 0 —; T |0) + ¢'% sin b+ |1)>
(D1|P2) = cos 5 cos brm (0]0) + sin g sin bt (111)
(P1]Pg) = cosgcose—HT —l—singsineJQF7T

(D1|D2) = cos —g

(P1]Ps) =0
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Skalarni umnozak stanja |®;) s |®;) je:

. 0 A 0 : 0 . 0
<(P1|Q)1> — (elg coS 5 <0| —|— 6_1% Sin 5 <1|> (6_13 COS 5 |0> + Glg Sirl 5 |1>>

0 7
(®,|®,) = cos? 5 + sin? 2

<(I)1|q)1> - 1
Skalarni umnozak stanja [®s) s |Dq) je:

(Dy]Py) = <e‘q2> coS —12—77 (0] + o5 gin ;W <1|> (e—x‘é’ COS T 10) + AL sin —12—7r |1>)

2

0 0
(®1]®1) = cos® % + sin? ;W

<(I)1|CI)1> =1.

Time je pokazano da stanja pridruzena antipodalnim tockama Blochove sfere ¢ine ortonor-

miranu bazu Hilbertovog prostora.

2.3 Sustavi sastavljeni od vise qubita

Klasi¢no, ,,snaga“ procesora raste linearno s porastom broja tranzistora. U odnosu na
klasicne procesore, ,snaga“ kvantnih procesora raste eksponencijalno s porastom broja qu-
bita. U 2"-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru V; ® Vo ® ... ® V,, standardno odabiremo

ortonormiranu bazu
B={|vwy...v,) = |v1) @ |v2) @ ... |v,) |v; =0,1,Vi € {1,2,...,n}}. (3)
Za n = 2, uzimamo standardno bazu
B = {]00),|01),[10), [11)}. (4)

Tada se svaki vektor ® iz Hilbertovog prostora Vi ® V5 moze prikazati kao linearna kombi-

nacija vektora baze
® =« |00) + 2|01) +~|10) + 0 |11), 0, B,7,0 € C,
tako da vrijedi uvjet normalizacije

la)® + 8] + [y + 0] = 1.

2.3.1 Spregnuta stanja

Valna funkcija stanja nekog sustava prilikom mjerenja kolapsira u jedno od dozvoljenih
stanja i time je iz nje moguce izvuéi samo jednu klasicnu informaciju. Kako bismo pomocu

qubita saznali sve pohranjene informacije, koristimo se parovima spregnutih ¢estica. Prostor
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stanja sustava od n qubita ima 2" — 1 kompleksnu dimenziju [3], odnosno potrebno je 2" — 1
kompleksnih brojeva kako bi se opisao sustav n qubita. Time je jednoznacan prikaz kvantnog

stanja ostvaren ako je jedan od skalara a; realan broj razlicit od nule, u prikazu
®=cp|0--00) + |0 01) + -+ agnq |1+ 11). (5)

Kazemo da je stanje ® u Hilbertovom prostoru V; ® Vo ® ... ® V,, prostora separabilno, ako
se ono moze zapisati kao tenzorski produkt ® = |v1) ® - - - ® |v,,), inace kazemo da je stanje
spregnuto. Kod spregnutih stanja, cjelinu nije mogudée opisati iskljuc¢ivo pomoc¢u dijelova od
kojih je sastavljena. Primjetimo, zapis iz |3| predstavlja nespregnuto stanje. Umjesto ranije

spomenute standardne baze Hilbertovog prostora V; ® V;, koristi se i Bellova baza

{1 1 1 1
B —{ﬁ<\oo>+\n>>, 7 NG 7

Vektori Bellove baze su spregnuti. Uzmimo za primjer \%(|01> —|10)) i pretpostavimo da

(100) = 11)),  —=(|01) +[10)), —=(|01) — !10>)}-

postoji dekompozicija

_(01) - [10)) = (@ |0) + B11)) ® (7]0) + 6 ]1),

Sl

2

L 101) = [10Y) = @y [00) + ad[01) + B [10) + B [11) .

Sl

2
Slijedi:

G-0=0 @.7:_i

sto dovodi do kontradikcije. Zaklju¢ujemo da je stanje \%(\Ol) —|10)) spregnuto. S druge

strane, vektori standardne baze su separabilni, pa tako vrijedi

100) = 0) ©10), 01) = [0) @ 1),
[10) = [1) ©10), 1) =) (1)

2.4 Rad Einstein — Podolsky — Rosen

1935. godine u ¢asopisu Physical review, A. Einstein, B. Podolsky i N. Rosen objavljuju
rad [4] Moze li se kvantno-mehanicki opis fizicke stvarnosti smatrati kompletnim?. U radu,
kompletnost fizicke teorije dana je zahtjevom: ,Svaki element fizicke realnosti mora imati
odgovarajuci element u fizickoj teoriji. “ Polazi se od pretpostavke da valna funkcija u potpu-
nosti moze opisati sustav. Takoder, prema postulatima kvantne mehanike fizicke observable

reprezentiraju se hermitskim operatorima. Prema Heisenbergovoj relaciji za nekomutirajuce
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Slika 5: FEmisija para elektron - pozitron iz nestabilne jezgre

observable slijedi kako nije moguce istovremeno tocno odrediti ocekivane vrijednosti oba

operatora, na primjer operator polozaja i operator impulsa, Sto je poznata relacija dana s

Az Ay, > gaij. (6)
Prema njihovom misaonom eksperimentu, sustavi 1 i 2 medudjeluju u intervalu 0 < ¢ <
T. Stanja oba sustava za t < 0 su poznata, stanje zdruzenog sustava 1 + 2 za t > T
odreduje se rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe, a stanja pojedinacnih sustava 11 2 za
t > T nije moguce odrediti radi kolapsa valne funkcije. U radu, dolazi se do zakljucka
kako je moguce odrediti istovremeno odrediti svojstvene vrijednosti nekomutirajuéih fizickih
veli¢ina, te zakljucuju kako valna funkcija ne pruza potpuni opis fizicke realnosti. Zamislimo
nestabilnu jezgru koja prilikom raspada stvara par elektron — pozitron [5]. Kako je promjena
angularnog momenta jezgre jednaka nuli, tada prema zakonu o¢uvanja angularnog momenta
stvoreni par elektron — pozitron mora imati spinove suprotnih smjerova. Neka je dvoje
promatraca, Alice i Bob na relativistickim udaljenostima, svaki s mjernim uredajem. Uredaji

mjere iznos spina u smjerovima a i b. Valna funkcija para elektron — pozitron dana je s
1
V) = —(le+) |[p—) — |le—) [p+)). 7
v) \/5(\ ) p=) = le=) Ip+)) (7)
Alice pomoc¢u mjernog uredaja odredi kako je pozitron spina gore, odnosno u odnosu na svoj

smjer mjerenja dobije vrijednost +%. Time je urusila valnu funkciju te ona postaje

W) = le=) [p+) -

Zapisemo li pozitivan smjer mjerenja Bobovog uredaja pomocu polarnih kuteva 6 i ¢, gdje

je @ kut izmedu pozitivnih dijelova vektora mjernih uredaja Alice i Boba

. 0 . 0 _.
[b+) = sin 5¢'% [p+) + cos e [p—).

slijedi da je vjerojatnost da i Bob u odnosu na svoj smjer mjerenja dobije vrijednost +%

jednaka

o .0
P(+b) = [ (b + [p+) " = sin*
a vjerojatnost da mjerenjem utvrdi vrijednost —% jednaka

. 0 0
P(=b) =1 —sin® 3= cos? 3"
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Primijetimo, odaberu li Alice i Boh isti smjer mjerenja, # = 0° pa je vjerojatnost da Bob
izmjeri vrijednost —% jednaka

P(=b) = cos®0 = 1.

Kako prema postulatima specijalne teorije relativnosti klasi¢na informacija ne moze putovati
brzinom veéom od brzine svjetlosti, Albert Einstein [0] je zagovarao stajaliste kako je
informacija intrinzi¢no sadrzana u Cesticama prilikom napustanja nestabilne jezgre, odnosno
da postoji lokalna skrivena varijabla koja u sebi nosi tu, promatracu nepoznatu informaciju

do mjerenja.

2.4.1 Bellova nejednakost

Prema [B] i 7], pretpostavimo li da postoji funkcija ocekivane vrijednosti spina elektrona

duz osi a tako da je o, = 0.(W, a), gdje je W n-vektor skrivenih varijabli. Slijedi:
. R 1
oceW,a) = —0,(W,a) = :|:§.
Ocekivana vrijednost umnoska o.(W, ) - o,(W,b) dana je s
/ AW pW) - 0.(W, d) - 0,(W, D).

Neka je ¢ tre¢i vektor duz kojeg je moguce obaviti mjerenje. Koristec¢i ¢injenicu da je
2 _ 2 o 1 .. .
o:(W,a) = 0,(W,a) = ; slijedi

~

(0e(@)ae(b)) = (0c(a)ae(€)) = —/d”W pOV) - 0e(W, @) - 0, (W, D)(1 — 40 (W, b)o. (W, ¢)).
Kako je |o.(W, a) - o,(W, b)| < 1 slijedi Bellova nejednakost:

. > . . 1 > .
[ (0.(@)0.(0) = 0. (@)0()) | < § (144 (0.(B)oe(@)) 8)
Kvantnomehanicki, ocekivana vrijednost umnoska

(0.(8)00(B)) = —}lcose _ —ia b,

Bellova nejednakost mora vrijediti za svaki izbor vektora a, l;, ¢ pa tako i za vekore:

A

a .

S
Il

0,
¢ = sin ¢a + cos @b,

Dobivena nejednakost je tada:

‘%singb‘ < i(l — cos ¢), (9)
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-5m/2 -2m -3m/2 - -m/2 0 w2 ™ 3m/2 2m 5m/2

Slika 6: Graficki prikaz nejednadzbe [9] - isprekidanom linijom prikazan je graf funkcije

|4 sin ¢[, a punom linijom prikazan je graf funkcije $(1 — cos ).

Sto vrijedi za intervale

<g+2kw,3§+2kw>,kez,

odnosno ne vrijedi za intervale

T T
<—§ + 2k, +2k7r>,/<: 7.

Time je pokazano kako je kvantna mehanika nekonzistentna s teorijom skrivenih varijabli.
Spregnuta stanja i njihova mjerenja nije moguce objasniti pomocu teorije skrivenih varija-
bli. Eksperimentalni podaci dobiveni od 1972. godine pa nadalje su u skladu s mjerenjima
predvidenim kvantnom mehanikom, no radi tehnickih ogranic¢enja, tek unazad dvadeset go-
dina dobiveni su sluzbeni rezultati poput rada [8] Experimental loophole-free violation of a
Bell inequality using entangled electron spins separated by 1.3 km koji potvrduju narusenje

Bellove nejednakosti.
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3 Kvantni logicki sklopovi

Za pocetak, navest ¢emo dva rezultata linearne algebre koji su od velikog znacaja za objasnjenje

matematickog alata koji se koristi prilikom mjerenja qubita. [9)

Propozicija 3.1. Svojstveni vektori hermitskog operatora s pripadajuc¢im, medusobno razlic¢itim,

svojstvenim vrijednostima su ortogonalni.
Propozicija 3.2. Svaki hermitski operator moze se dijagonalizirati.

Navedene propozicije vode nas do zakljucka kako hermitski operatori definiraju jedins-
tveni rastav na direktnu sumu medusobno ortogonalnih potprostora. [3] Time prostor V'
mozemo zapisati kao direktu sumu V = V; ® V, gdje je Vi L V5. Sada mozemo definirati

preslikavanje koje zovemo projekcija na potprostor, odnosni operator projekcije
Pi V= Si,
gdje je
Bilv) = |vi) ,[vi) € Vi

S tako zadanom kompozicijom, mjerni uredaj biljezi vierojatnost |P; 1) |* da pocetno stanje

P;|vy)
[Py

|W) kolapsira u stanje |[¢)) = Prisjetimo li se zapisa proizvoljne polarizacije

) =alt) +5]=),
time je definira rastav prostora kao
V= Vi @ V.

Time prethodno razmatrane horizontalno, odnosno vertikalno, polarizirane filtre poisto-

vjecujemo s operatorima projekcije

Py Vo= Vg,

te su vjerojatnosti apsorpcije, odnosno transmisije dane s

P |2 = o,
1P ) 2 = 62

Dobiveni rezultati u skladu su onima iz
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3.1 Klasic¢ni logicki sklopovi

Osnovni klasicni logicki sklopovi temeljeni su na osnovnim logickim operacijama E]:
I (eng.AND; A\),ILI (eng.OR; V) te NE (eng. NOT, —).

Takoder postoje i slozeni, izvedeni logicki sklopovi, poput logickih vrata ekskluzivno ILI,
XOR, koja su izvedena pomocu osnovnih logickih operacija I, ILI i NE , odnosno mozemo

ih izraziti kao
(Vg A=(pAq).

Klasi¢éni logicki sklopovi izvode se pomocu tranzistora. U daljnjem tekstu dana je tablica
istinitosti za pojedina logicka vrata kao i pripadajué¢i simbol. Takoder, primijetimo kako
su jedino logicka vrata NE povratna, odnosno, znajuéi izlaznu vrijednost bita moguce je
odrediti ulaznu vrijednost bita. To je ostvarivo i u jednom od cetiri slucaja logickih vrata I,

kada je izlazna vrijednost bita 1.

3.1.1 Logicka vrata I, AND

p q|phg
1 1] 1
10| 0 a1 -
01| 0
00| 0

Slika 7: Tablica istinitosti i simbol za logicka vrata I (AND)

3.1.2 Logicka vrata ILI, OR

p q|pVa
1 1] 1
1 0] 1 - -
01| 1
00| o

Slika 8: Tablica istinitosti i simbol za logicka vrata ILI (OR)

4U logici sudova koristi se termin propozicionalni veznik, odnosno veznik, i to je svaka funckija
f:{0,1} - {0,1},Vn € N.
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3.1.3 Logicka vrata NE, NOT

Slika 9: Tablica istinitosti i simbol za logicka vrata NE (NOT)

3.1.4 Logicka vrata ekskluzivno ILI, XOR

p q|phq
1 1] 1
10| 0 a1 -
01! 0
00| 0

Slika 10: Tablica istinitosti i simbol za logicka vrata ekskluzivno ILI (XOR)

3.2 Kvantni logicki sklopovi

Kvantna logicka vrata su svaka promjena kvantnog stanja qubita, odnosno unitarne tran-
sformacije qubita. Geometrijski shvac¢eno, to su rotacije na Blochovoj sferi. Graficki ih
prikazujemo pomocu paralelnih horizontalnih pravaca i kvadratic¢a, gdje svaka linija odgo-
vara jednom qubitu, a kvadrati¢i promjeni stanja jednog qubita. U daljnjem tekstu, uzet
¢emo u obzir standardnu bazu za sustave od jednog, odnosno dva qubita.

3.2.1 Paulijeva logicka vrata

Sljedeée transformacije odnose se na sustave od jednog qubita [3]. Hermitske i unitarne

X:01,Y:0_1 10’
10 i 0 0 -1

su Paulijeve matrice | koje s jediniénom matricom

1
I = 0,
0 1

SPaulijeve matrice dobile su ime u ¢ast Austrijskog fizicara Wolfganga Ernsta Paulia.

matrice
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¢ine skup Paulijevih logickih vrata [f]

Teorem 3.1. Paulijevi operatori baza su prostora linearnih operatora koji djeluju na dvo-

dimenzionalni vektorski prostor.

Dokaz. Neka je dan prozivoljan linearan operator P s matri¢nim zapisom. Tvrdimo da tada

postoje jedinstveni skalari «, 5,7,0 € C tako da vrijedi

p— [P0 PO 14 BX 4 4Y +0Z.
Pio P11
Rjesavanjem sustava cetiri jedandzbi s ¢etiri nepoznanice, slijedi
o = P + P B:pm + Do
2 2
7:i'1’001—plo 5:p00—p11.
2 2

Kako sustav ima jedinstveno rjesenje, skup Paulijevih logickih vrata je baza prostora linear-

nih operatora koji djeluju na dvodimenzionalnom vektorskom prostoru.

[]

X vrata Kvantna logicka vrata X djeluju na jedan qubit unitarnom operacijom ([10]).
X2 [1) (0] + 10) (1] (10)

Na slici [11{ dan je simbol za Paulijeva logicka vrata X u kvantnom logickom sklopu.

_X_

Slika 11: X vrata

Djelovanje vrata X na qubit |0) rezultira stanjem |1) i obratno:

o 1] [1] ol

X 10) = = | =11,
1 0] |o] 1]
o 1] Jo] [1]

X 1) = = | |=10).
1 0|1 o

Na Blochovoj sferi, dana transformacija oznacava rotaciju za m oko z-osi. Unitaran operator

X ima svojstvene vektore |[+) i |—) s pridruzenim svojstvenim vrijednostima 1 odnosno —1.

wao-) Jo- s []- -+
:O 1: :0 1: 1 :1 1 11
X = 1 o= |1 o] 73 __1] o H — 1)

6U literaturi se koristi i naziv Paulijeve transformacije.
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Logicka vrata X analog su klasi¢nim logickim vratima NE, ako preslikavanje |[0) — |[1) i

|1) — |0) shvatimo kao negaciju.

Y vrata Kvantna logicka vrata Y djeluju na jedan qubit unitarnom operacijom .
Y 2 —i(]0) (1] = [1) (0]) (11)

Na slici [12| dan je simbol za Paulijeva logicka vrata Y u kvantnom logickom sklopu.

_Y_

Slika 12: Y vrata

Djelovanje vrata Y na qubit |0) rezultira stanjem i|1), a djelovanjem na qubit |1) rezultira

stanjem —i|0) :

0 —i] [1] 0
vioy=| I |=i] | =i,
K O_ _O_ 1
0 —i] [o] 1
Yin=| "' =<i||=—io).
K O_ _1_ 0

Na Blochovoj sferi, dana transformacija oznacava rotaciju za m oko y-osi. Unitaran operator

Y ima svojstvene vektore |i) i |—i) s pridruzenim svojstvenim vrijednostima 1 odnosno —1.

‘_b-Ji__O—il I O 1

Y= 10’>L J\6L]ﬁJJ1‘>
,_1)4-4__0—11 O

YIFo=1, 5|7V = [i o] V2 [—4] V2 [ i] ==

Z vrata Kvantna logicka vrata Z djeluju na jedan qubit unitarnom operacijom ([12)).

Z:0) (0] = [1) (1 (12)

Na slici [13| dan je simbol za Paulijeva logicka vrata Z u kvantnom logickom sklopu.

_Z_

Slika 13: Z vrata
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Djelovanje vrata Z na qubit |0) on ostaje nepromijenjen, dok djelovanje na qubit |1) rezultira

stanjem — |1) :

AUR =H:|o>,
O 3 e

Na Blochovoj sferi, dana transformacija oznacava rotaciju za m oko z-osi. Svojstveni vektori

unitarnog operatora Z su |0) i |1) s pridruzenim svojstvenim vrijednostima 1 odnosno —1.

3.2.2 Hadamardova vrata

Hadamardov unitarni operator djeluju na jedan qubit unitarnom operacijom ([13).

1

V2

Hadamardov operator vektore standarde baze, |0) i |1) preslikava u vektore Hadamardove
baze, |+) i |—).

H (10) COF + [1) (O + 10) (1] = |1) (1)) (13)

1 1

H|0) = E(|0> (0[0) +[1) (0]0) + [0} (1]0) — [1) (1]0)) = E(I(J) +11) = [+)
1 1

HI1) = ﬁ(!@ (O[1) + 1) (0]1) + [0) (1[1) — [1) (1[1)) = E(I@ - =1-)

Matricni zapis operatora H dan je s

qo L[
V2l -1

Hadamardov operator je involucija, odnosno unitarni i hermitski operator

O IESTE R

Na slici [14] dan je simbol za Hadamardova logicka vrata H u kvantnom logickom sklopu.

_H_

Slika 14: H vrata
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3.2.3 Operator faznog pomaka

Operator faznog pomaka djeluju na jedan qubit unitarnom transformacijom (14)).
P, =10) (0] + e 1) (1] (14)

Djelovanjem na proizvoljno stanje |¥) = «|0) 4+ 3 |1), sustav prelazi u stanje |[¥') = « |0) +
B-€"7|1) ¢ime je promijenjena relativna faza ako je p # 2kw, k € Z. Na slici dan je simbol

za logicka vrata opertor faznog pomaka P, u kvantnom logickom sklopu.

_¢_

Slika 15: P, vrata

Matricni zapis operatora P, dan je s

P =

p

1 0
0 er|’
S operatorom faznog pomaka susreli smo se ranije, primijetimo kako za p = 7 vrijedi P, = Z.

Ako na operator faznog pomaka stavimo uvjet unitarnosti, slijedi

P, =P,
1 0| |1 0
[O e‘i'p] o ei"’]
e — b

sin(—p) + icos(—p) = sin(p) + icos(p)
sin(p) =0
T
=k-—keZ
P=ry
Zakljucujemo da je operator faznog pomaka unitaran, odnosno hermitski ako i samo ako je

p=k-35,ke&Z Zap=7 dolazimo do S vrata (Slika . lijevo), a za p = 7 dolazimo do T
vrata (Slika[16] desno).

Slika 16: S 1 T vrata
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3.2.4 Kvadratni korijen iz NOT vrata

Pokusajmo konstruirati bijektivnu Booleovu funkciju f : {0,1} — {0,1} tako da vrijedi
(fof)(x)=—z,x,—x € {0,1}. Ako postoji takvo preslikavanje, mora vrijediti

(fof)0)=-0=1 (fo£)(1) =
f(f(0)) =1, f(f(1)) =o.

Pretpostavimo da takva funkcija postoji. Nadalje pretpostavimo da je f(0) = 0 pa je tada
f(f(0)) = f(0) = 0. Sli¢cno, pretpostavimo li da je f(0) = 1 tada je f(f(0)) = f(1), no
kako zahtijevamo da je funkcija i bijekcija, to slijedi f(1) = 0, odnosno f(f(0)) = f(1) = 0.
Dolazimo do kontradikcije. U kvantnom slucaju takvo rjeSenje je moguce naci, odnosno
postoji unitaran operator kvadratnog korijena iz NOT.

1=0

J

VNOT = %((1 +1)10) (0] + (1 — i) [1) (0] + (1 = 1) [0) (1] + (1 + 1) [1) (1]) (15)
Djelovanje kompozicije operatora vV NOT na qubit |0) dano je s
VNOTVNOT |0) = VNO (% ((1+1)(10) (0]0) 4 [1) (1]0)) + (1 = §)([1) (0]0) 4 [0) <1\0>)))

- VNO (% ((1+1)]0) + (1 — i) |1>>>

1\ 2
= (5) (T4+2i+2+1-20+i%)0) + (1 —i*+1—i%) 1))

1

=-4]1

4 | >’

sto nakon sredivanja daje rezultat
VNOTVNOT |0) = |1)

Slicno se pokaze kako vrijedi

VNOTVNOT 1) = [0).

Na slici dan je simbol za kvantna logicka vrata kvadratni korijen iz NOT u kvantnom

logickom sklopu.

Vor
Slika 17: /NOT vrata

3.2.5 CNOT vrata

Do sada spomenuta logicka vrata djeluju na jedan qubit, odnosno to su operatori na jed-

nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru. Takoder, postoje i logicka vrata koja djeluju na
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visedimenzionalnim Hilbertovim prostorima. U Hilbertovom prostoru Vi ® V5 valja izdvojiti
skup kontrolnih vrata, od kojih su najistaknutija Cnor vrata. U standardnoj bazi, unitarna
operacija se definira tako da unitaran operator Q djeluje na drugi qubit ako i samo ako

je prvi qubit |1), inace djeluje jedini¢ni operator I, odnosno stanje se ne mijenja.

AQ=10)(0@I+1)(leQq (16)
Operator je moguce prikazati u obliku blok-dijagonalne matrice dimenzije 4 x 4

0

OO_IO
q1 Q2 0 @

q3 44

o O O =
o O = O

Simbolicki zapis A Q vrata dan je na slici . Puni kruzi¢ je kontrolni qubiti, a linija koja

spaja puni kruzi¢ s kvadrati¢cem uvjetno djelovanje operatora Q na drugi qubit.

_T_
_Q_

Slika 18: A Q vrata

Cnor vrata: Cyor vrata definirana su tako da Paulijeva vrata X djeluju na drugi qubit
ako i samo ako je prvi qubit |1), inace djeluje jedini¢ni operator I, sto je transformacija (17)).

Drugim rije¢ima, dolazi do negacije drugog qubita ako i samo ako je prvi qubit |1) .
Crnor =10) (0| @ I+1) (1] ®X (17)

Djelovanje na stanja standardne baze time je dano s

|00) +— |00) |10) — [11)
|01) — |01) |11) — |11),
a matricni zapis s
1 000
01 00
C —
T o 0 01
0010

Primijetimo, CnoT mozemo zapisati i kao

Cnot = |00) (00] + |01) (01] 4 |10) (11| + |11} (10] .
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Simbolicki zapis CnoT vrata dan je na slici [I9] Puni kruzié je kontrolni qubit, linija koja

spaja puni kruzi¢ sa Supljim kruzi¢em uvjetna negacija drugog qubita.

D

Slika 19: CnoT vrata

Generalizacija da CnoT vrata, odnosno kontrolna vrata opcenito, djeluju tako da uzmu
prvi qubit za kontrolni je pogresna. U Hadamardovoj bazi je tako drugi qubit na mjestu

kontrolnog.
Cnor |++) = (|OO) (00| 4 01) (01| 4 [10) (11| + |11) (10| ) (%(\O@ +101) + |10) + ]11>)>

_ %(\00> +01) + [10) +[11) )

= |[++)
Cnot [+—) = (]00) (00| 4 |01) (01| 4 |10) (11| + |11) (10]) (%(|00> —|01) + [10) — |11>)>
= %(|00) 01) — |10) + [11))
=[--)
1
Cnor |—+) = (|00) (00| + ]01) (01| + |10) (11| + |11) (10]) (§(|00> +101) — |10) — y11>)>
= %(|00> +|01) — [10) — [11))
= |-+)
Cror |=—) = (100} 00| + [01) (01| + [10) (1] + [11) {10]) (%(\ow —|01) — [10) + |11>>)

(J00) —101) — |10y + |11))
=|--)

Primijetimo ako je drugi qubit u stanju |+), stanje prvog qubita se ne mijenja. Opcenito,

(i
1
2

kontrolna vrata mijenjaju spregnutost dvaju qubita Sto se moze pokazati primjerom gdje

nespregnuto stanje |—) ® |1) postaje spregnuto.

Primjer 3.1.

Cror |—) ® 1) = CNOT\/_(\OD 11))

=(101) = 110))

Sl
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Primjer 3.2. Kako je Hadamardov operator involucija, nespretnim c¢itanjem kvantnog
logickog sklopa kao sa slike moglo bi se zakljuc¢iti da njegovo uzastopno djelovanje u
kvantnom logickom sklopu na sustav jednog qubita mozemo zamijeniti operatorom identi-
teta.

5d
X

Slika 20: Kvantni logicki sklop sastavljen od jednih CNOT vrata i dvoje Hadamardovih

vrata

Neka je stanje prvog qubita dano s |¥) = a [0)+ 5 [1), |a|*+|8]? = 1, a stanje drugog qubita

je |0). Promatramo djelovanje kvantnog logickog sklopa na sistem dva qubita:

[0) @ |0) = (ar[0) + B[1) )@ 10).

Prolaskom kroz prva Hadamardova vrata sustav prelazi u stanje

%[a(m 1)) +B(0) -

Prolaskom kroz Cnot vrata stanje sustava je

1))@ |0)

Cnot [(]00) + [10) )+3(|00) —

+ (= B)[11) )]

[10))]=
[(ar+ ) |00)

SIS

Primijetimo kako je dobiveno stanje spregnuto. Prolaskom kroz druga Hadamardova vrata,

stanje sustava postaje

1
EH[(a+5)|0>®yo>+(oz—ﬁ)|1>®|1>)}=
%[(oﬁuﬂ )(10) +11)) @ [0) + (a = B)(]0) — [1)) ® 1) )] =
%[aJrﬁ ) |00) + (a = B) [01) + (o + B) [10) + (a — B) [11) |

Vrata kontrolirane faze: Vrata kontrolirane faze mogu mijenjati relativnu fazu stanja.

Djelovanje vrata A € na stanja standardne baze dano je s:

100) + 00)
101) > [01)

Primjer 3.3. (]00)+11) ) prelazi u stanje 7=

10) > €' [10)
111) — 7 |11),

(|OO) +¢'|11) ). Kako faktor ¢ nije moguce

izluciti ispred zagrade, to je relativna faza stanja promijenjena u odnosu na pocetnu.
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Toffolijeva (CCNOT) vrata: U Hilbertovom prostoru V; ® Vo ® V3 postoje i tri qubitna
kontrolna vrata, Toffolijeva (CCNOT) vrata, dana s:

|000) — |000) |101) — |101)
|001) — |001) |011) — |001)
|010) — |010) |110) — |111)
|100) — |100) [111) — |110) .
Matricni zapis Toffolijevog operatora dan je s
(100000 0 0]
01 000O0O0O
001 00O0O0O0
00010O0O0O
CCNOT =
00001O0O0O0
000O0O0T1O0O0
00 0O0O0O0OO01
0000001 0]

Kod Toffolijevog operatora, dolazi do negacije tre¢eg qubita ako i samo ako su stanja prvog
i drugog qubita [1). Simbolicki zapis Toffolijevih vrata dan je na slici Puni kruzié¢i su
kontrolni qubiti, a linija koja spaja pune kruzi¢e sa Supljim kruzi¢em uvjetna negacija treceg

qubita. Primijetimo, Toffolijev operator mozemo shvatiti kao preslikavanje
la) @ |b) @ |c) = |a) @ |b) & |c «» (a AD)), (18)

¢ime je on povezan s klasicnim logickim operacijama ekskluzivno ILI i I.

Slika 21: Toffolijeva vrata

3.2.6 SWAP vrata

Unitarna transformacija koja mijenja stanje |a) ® |b) dva qubita ako i samo ako je
a#b,a,be {0,1} zove se SWAP, odnosno SWAP vrata (Slika [22)).

SWAP = [0) (0] @ T+ [1) (1] ® Q. (19)
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Matricni zapis operatora SWAP dan je s

SWAP =

oS o O =
o = O O
o O = O
_ o O O

Primjer 3.4. Neka su [¢),|7) dva stanja sistema od jednog qubita. Tada djelovanjem
SWAP operatora stanje 1)) ® |7) prelazi u stanje |7) ® [¢)) .

) = a0) + 5[1) |7) =710} +41)
SWAP |[[¢) ® |7)] = SWAP [ay |00) + ad [01) + By [10) + 54 [11)]
= av00) + ad [10) + B |01) + 56 |11)
= (710) +9[1)) @ a|0) + (v]0) +9[1)) ® B|1)

= (7]0) +6]1)) ® (c|0) + 5 1))
=|7) ® [¢)

1L >

Slika 22: SWAP vrata

Primjer 3.5. SWAP vrata mogu se konstruirati kvantnim logickim sklopom sastavljenim
od tri Cnor vrata (slika .

e

Slika 23: SWAP vrata konstruirana pomoc¢u Cnot vrata.

Prolaskom kroz prva Cnot vrata, stanje sustava prelazi u stanje
Cror[|[¥) ® |7)] = Cnot[ay [00) + ad |01) + B [10) + 35 [11)]

= ay]00) 4+ ad [01) + By |11) + B [10) .

Primijetimo kako kod drugih CnoT ulogu kontrolnog qubita ima drugi qubit. Nakon prolaska

kroz druga Cnot vrata stanje sustava prelazi u

Nor [ [00) + ad |01) 4+ B [11) + 35 ]10)] = [ay]00) + ad [11) + Bv|01) + 56 [10)].
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Prolaskom kroz tre¢a CnoT vrata, stanje sustava prelazi u stanje

Cror [y [00) + ad [11) + B |01) + B8 |10)] = [y [00) + ad [10) + By [01) + B [11)]
= (710) +411)) ® (a|0) + B[1))
= ®).

SWAP operator je takoder involucija, odnosno unitarni i hermitski operator

SWAP - SWAP' =1,

3.3 Univerzalnost kvantnog racunala
3.3.1 Cliffordova grupa

Definicija 3.1. Cliffordova grupa € je grupa unitarnih transformacija koje normaliziraju

Paulijevu grupu, odnosno za svaku Paulijevu transformaciju P, P’ vrijedi
U-P-U =p.Ccec.

Cliffordova grupa generirana je Hadamardovim operatorom, H, operatorom faznog po-

us
2

grupe moze se dobiti kona¢nim umnoskom spomenutih unitarnih operatora.

maka za S i kontrolno negiranim vratima, Cnot vratima. Svaki element Cliffordove

Primjer 3.6. Kvantni logicki sklop HZH ekvivalentan je kvantnim logickim vratima X.

Slika 24: HZH kvantni logicki sklop

Tako djelovanje operatora HZH na stanje |0) rezultira stanjem |1) i obratno, djelovanje

operatora HZH na stanje |1) rezultira stanjem |0) .

v (511 ) nn (5] [])
ol -l )]
S b A L]

1] 5

= (1) = 10)
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Primjer 3.7. Kvantni logicki sklop HXH ekvivalentan je kvantnim logickim vratima Z.

~{HHXHAE-

Slika 25: HXH kvantni logicki sklop

e A A ) I G R R )
] ARAY

Il
| =
1
— = =
[enlEN &}
| I
[
—_
| I
1
—_ =
| I |
I I
| — [\&)
1
—_ =
[
—_
| I
1
Hl
[u—
| I

= |0) =—I

Cliffordova grupa zanimljiva je radi rezultata [10] Daniela Gottesmana, prezentiranog
na simpoziju 1999. godine, gdje dokazuje teorem Emanuela Knilla, poznatog pod nazivom

Gottesman - Knillov teorem.
Teorem 3.2. Kvantno racunalo koje koristi samo sljedece elemente:

1. unitarne transformacije Cliffordove grupe,
2. mjerenja operatora Paulijeve grupe i

3. Cliffordove grupne operacije uvjetovane klasi¢nim bitovima, koje mogu biti rezultati
ranijih mjerenja
moguce je ucinkovito simulirati na klasiénom (probabilistickom) racunalu u polinomnom

vremenu.

Prema Gottesman - Knillovom teoremu, mo¢ kvantnog racunala nad klasicnim
racunalom izrazena je prilikom koristenja logickih vrata koja nisu sadrzana u Cliffordovoj
grupi. Zaklju¢ujemo kako Cliffordova grupa nije univerzalni skup kvantnih logickih vrata,
jer nije moguce svaku unitarnu transformaciju prikazati kao konac¢nu kompoziciju elemenata
Cliffordove grupe. Standardno, za univerzalni skup kvantnih logickih vrata, Cliffordovu
grupu prosirujemo s S vratima. Moze se pokazati kako T vrata nisu normalizator Paulijeve

grupe transformacija, odnosno da za sve Paulijeve transformacije P, P’ ne vrijedi
T-P-T=7P.

U slucaju kvantnih logickih vrata koja djeluju na jedan qubit, vrijedi sljedeci teorem.
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Teorem 3.3. Skup univerzalnih kvantnih logickih vrata za unitarne operatore koje djeluju

na jedan qubit sadrzi Hadamardova vrata, H i vrata faznog pomaka T.

3.3.2 Kvantno izvodenje klasi¢nih logickih operacija

1980. godine, americki fizicar Paul Anthony Benioff u svome radu The computer as a
physical system: A microscopic QM Hamiltonian model of computers as represented by
Turing machines, [12], dolazi do zakljucka kako je kvantno ra¢unalo moéno barem kao
i klasi¢no racunalo. David Deutsch, nadahnut Richardom Feynmanom, pitao se moze li
kvantno racunalo nadi¢i efikasnost izvodenja operacija klasi¢nog racunala. Univerzalnost
kvantnog racunala podrazumijeva da se logicke operacije koje izvodi klasi¢no racunalo, mogu
izvesti i na kvantnom racunalu. Kako su jedino klasicna NE vrata povratna, odnosno, ako su
poznate izlazne vrijednosti, mogu se odrediti ulazne vrijednosti, postavlja se pitanje kako iz-
vesti kvantni logicki sklop koji izvodi nepovratne logicke operacije I i ILI pomoc¢u povratnih

kvantnih logickih vrata, odnosno unitarnih operacija.

Logicka vrata I, AND Kako bismo izveli klasi¢cnu logicku operaciju I, odnosno AND
koristimo Toffolijev operator, [13], tako da prva dva qubita, |a) i |b), predstavljaju binarne
vrijednosti 0 ili 1, a treé¢i qubit pripremimo u stanju |0). RaspiSemo li tablicu istinitosti,

primijetimo kako su dobiveni rezultati jednaki onima u slucaju a A b.

aNb| ce (aND)

b
1
0
1
0

O O~ R |9
O O O OO
o O O —=|>
o O O =

Slika 26: Kvantni logicki sklop koji izvodi klasiénu operaciju I (AND).

Logicka vrata ILI, OR Prema logici sudova, sljede¢e dvije formule su ekvivalentne:
—(AV B) & AN B,
iz ¢ega slijedi ekvivalentnost formula:

AV B & —|(—|A/\ﬁB),
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Kako bismo izveli klasi¢nu logicku operaciju ILI, odnosno OR takoder koristimo Toffolijev
operator kako bismo izveli operaciju I, AND, a negaciju ostvarujemo pomoc¢u Paulijevog X
operator. Postavimo prva dva qubita, |a) i |b), tako da predstavljaju binarne vrijednosti 0
ili 1, a treéi qubit pripremimo u stanju |0). RaspiSemo li tablicu istinitosti, primijetimo kako

su dobiveni rezultati jednaki onima u sluc¢aju a V b.

a b c|l-a —b|ce (man-b) || —(c (maA-Db))
11000 O 0 1
1000 1 0 1
01 01 O 0 1
0001 1 1 0

@)
1)

Slika 27: Kvantni logicki sklop koji izvodi klasi¢nu operaciju ILI (OR).

3.4 Kvantna teleportacija i No-cloning teorem
3.4.1 No-cloning teorem

1982. godine dvojica fizicara, William K. Wootters i Wojciech H. Zurek objavljuju rad
A single quantum cannot be cloned [14] u kojem dokazuju kako niti jedan uredaj ne moze
amplificirati, odnosno klonirati, proizvoljnu polarizaciju. Formalno je taj rezultat dobio

naziv No-cloning teorem [15].

Teorem 3.4. U Hilbertovom prostoru H; ® Hs ne postoji unitaran kvantnomehanicki ope-

rator koji moze klonirati proizvoljno kvantno stanje |W).
Dokaz. Pretpostavimo da postoji unitaran operator U za koji vrijedi
), ®[0), — e ), ® [¥),,

gdje je |#) € Hs normalizirano stanje na koje se klonira proizvoljno normalizirano stanje |¥)

iz Hi, a €™ globalna faza. Neka je 1)) normalizirano stanje iz prostora H;, razlicito od |¥).
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Tada vrijedi:

(W) 016) = (W], © (0l,)(|¢), @ 10),)

(0], @ (l)UU(|Y), ©10),)
(O], @ (U™ [9), @ 1),
€™ [0), @ [¥),)(e™ 1), ®[),)
= ) (uy)?

(
= (
=
=

Dolazimo do uvjeta:

(@[ | =] (¥[y) |
= [ [ =1V (¥ | =

Primijetimo kako oba uvjeta opéenito nisu zadovoljena, osim u slu¢aju kada su stanja |¥) i
|1)) odabrana tako da su ortogonalna ili jednaka do na fazu, dakle nisu proizvoljna. Time za-
kljucujemo kako strogo gledano No-clonning teorem ipak dozovoljava moguénost kloniranja

istog stanja ili ortogonalnog stanja. O

Teorem iskljucuje mogucénost savrsenog kloniranja nepoznatog kvantnog stanja. Ipak, poka-
zalo se kako je moguce konstruirati nesavrseni klon. V. Buzek iM. Hiller u radu Quantum
copying: Beyond the no-cloning theorem, [16], dolaze do transformacije koja daje nesavrseni
klon u nespregnutom stanju s originalom. Takvi nesavrSeni klonovi predstavljaju poten-
cijalne sigurnosne rizike za informacijske protokole. I vise, prema No clonning teoremu,
ukoliko je poznato da su stanja koja mjerimo ili paralelna E] ili ortogonalna s poznatim kvat-
nim stanje, moze se kreirati potreban broj kopija svakog stanja. Kako bi se to izbjeglo, u

kvantnoj kriptografiji koriste se dvije razlicite orijentacije linearne polarizacije [}

3.4.2 Kvantna teleportacija

lako No-cloning teorem ne dozvoljava savrSseno kloniranje nepoznatog kvantnog stanja, ono
moze biti teleportirano, pri ¢emu originalno stanje kolapsira u jedno od dozvoljenih stanja.

Neka Alice i Bob posjeduju parove spregnutih qubita u stanju |Byo), gdje je

|Boo) = 7(|00> +11)),

E

Alice Zeli poslati Bobu qubit nepoznatog stanja |¢)) = «|0) + |1). Pripremi se kvantni

1Boo) = —= (1004 ® [0)5 + 1) 4 ® 1) ).

logicki sklop [I7] shematski dan na slici Neka Alice posjeduje prvi qubit, a Bob drugi
qubit.

"Normalizirana paralelna stanja su isto kvantno stanje.
8U slucaju kada kao qubite koristimo polarizirane fotone.
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A
) A
[ Xmg Zm1

Slika 28: Kvantni logicki sklop za teleportaciju - mq i my predstavljaju ishode mjerenja prvog

i drugog qubita, my, my € {0,1}.

Ukupno stanje sustava tri qubita pri ulasku u kvantni logicki sklop glasi:
1
W) = (|0) + 811)) ® —=([0), ®10)5 + [1) 4 ® 1)),
V2
1
W) = E(a 000) + a [011) + 3 [100) + B [111)).

Prolaskom kroz Cyor vrata stanje postaje:

W) = i(a 000) + « [011) + 3 |110) + 3 ]101)).

V2

Prolaskom kroz Hadamardova vrata H ono je:

) = (%) (a([0) + 1)) @ [00) + a([0) + 1)) ® [11) + B(]0) — |1)) & [10) + B0} — 1)) @ [01)),

W) = %(l00> ® (a]0) + A1) +[01) ® (a[1) + 510)) + [10) ® (]0) — B]1)) + 11) & (e [1) — B[0))).

Sada Alice moze izmjeriti prva dva qubita u jednom od dopustenih stanja {|00) , |01) , [10), |11)}.
Mjerenjem, valna funkcija originala [¢)) kolapsira u |my),m; € {0,1}. Moguéa su sljedeca

cetiri slucaja, od kojih svaki odgovara moguc¢em ishodu mjerenja koje obavi Alice:

1. Alice izmjeri stanje |m;ms) = |00). Tada Bob na stanje svoga qubita djeluje transfor-

macijama X° =1 te Z° = I. Vrijedi:
al |«
g Bl

te je stanje Bobova qubita [g] =al0) + 4 |1).

I-1.

2. Alice izmjeri stanje |m;ms) = |01). Tada Bob na stanje svoga qubita djeluje transfor-

macijama X! = X te Z° = I. Vrijedi:
I. 0 1 ‘ I6] _ | ,
10 « I6]

te je stanje Boboba qubita [g] =al0) + 2 1).
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3. Alice izmjeri stanje |m;ms) = |10). Tada Bob na stanje svoga qubita djeluje transfor-
macijama X° = I te Z' = Z. Vrijedi:

Sl

te je stanje Bobova qubita [g] =al0) + 4 |1).

4. Alice izmjeri stanje |myms) = |11). Tada Bob na stanje svoga qubita djeluje transfor-

macijama X' = X te Z' = Z. Vrijedi:
101 -8 |«
-1 0 ol |8

1 ol [o1] [-5
O =1} |1 0 o}
te je stanje Bobova qubita g] =al0) + 4 |1).

U svakom od cetiri slucaj, stanje Bobova qubita jednako je stanju originalnog qubita od Alice
prije teleportacije. Eksperimentalno, kvantna teleportacija potvrdena je na mikroskopskim
objektima poput fotona. Problem opazanja kvantnih fenomena na makroskopskim, ali i mi-
kroskopskim objektima, moze se objasniti, iako ne iskljucivo, kvantnom dekoherencijom [
Takoder, svako medudjelovanje sustava s okolinom je zapravo mjerenje toga sustava. [1§]
Kako bi se ti problemi sto bolje nadisli, eksperimentalni fizicari koriste se uvjetima niske
temperature (7'~ 0 K) ili ultrabrzim laserima pomoc¢u kojih je moguce detektirati kohe-
renciju kratkozivuc¢ih kvantnih stanja. U radu Quantum teleportation from light beams to
vibrational states of a macroscopic diamond [19] koristenjem procesa kvantne tomografije
m ostvarena je kvantna teleportacija s uspjesnosti (90,6 + 1,0)% koristenjem titanijevog
lasera valne duljine A = 706,5 nm. Svakako, valja naglasiti razliku izmedu Science Fiction

teleportacije slozenih objekata od kvantne teleportacije kvatnog stanja.

9Kvantna dekoherencija ireverzibilan je gubitak koherencije sustava.
0K vantna tomografija sluzi za rekonstrukciju stanja sustava prije mjerenja uzastopnim mjerenjem na

ansamblu identi¢nih, izlaznih, kvantnih stanja.
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4 Kvantna racunala i algoritmi

(Cilj druge kvantne revolucije je izrada efikasnog i pouzdanog kvantnog ra¢unala. Ingeniozna
ideja Paula Anthony Benioffa o kreiranju kvantne verzije Turingova stroja, kao i ¢lanak
Simulating physics with computers Richarda Feynmana, unazad dvadesetak godina bude
paznju znanstvenika i Sire publike zbog potencijalno brze i efikasnije obrade informacija.
Od 2019. godine, kada je IBM predstavio svoju verziju kvantnog racunala, IBM Quan-
tum System One, novcana sredstva koja su usmjerena prema Start-Up tvrtkama povezanih
s implementacijom kvantnih tehnologija, prema procjeni konzultantske tvrtke McKnissey
& Co., iznosila su 1,4 milijarde dolara 2021. godine, §to je pove¢anje od gotovo 100% u
odnosu na 2020. godinu. Prema istom izvoru, medu drzavama, Narodna Republika Kina
ima najveca javna ulaganja u kvantne tehnologije u odnosu na ostale. Ove godine, Kineska
tehnoloska kompanija Baidu Inc. objavila je kako su izradili kvantno racunalo Qian-Shi s
procesorom od 10 qubita, a nedugo nakon toga, unaprijedeno kvantno ra¢unalo s procesorom
od 36 qubita. S druge strane, racunalo IBM Quantum System One podrzava tri IBM-ova
procesora, 27 qubitni Falcon procesor, 65 qubitni Hummingbird procesor te najnoviji 127 qu-
bitni Fagle procesor. Koristenje kvantnih racunala podrazumijeva implementaciju kvantnih
algoritama. Algoritam E oznacava skup svih simbola i postupaka za rjeSavanje problema,
a potjece od latiniziranog imena iranskog matematicara i astronoma Abu Dzafar Muhamad

ibn Musa-al-Hvarizmi.

4.1 Deutschov algoritam

Deutschov algoritam [3] odreduje je li nepoznata funkcija f : {0,1} — {0,1} konstantna,
f(0) = f(1), ili je balansirana, f(0) # f(1). Klasi¢ni algoritam zahtijeva izvrednjavanje
funkcije f dva puta, za ulazne vrijednosti 0 i 1. Potrebno je pripremiti dva qubita u stanju
0) ®|—) = \%UO) ® |0) — |0) ® [1)). Operator Ug dan je s djelovanjem:

la) @ |b) — |a) @ |(b+ f(a)) (mod 2)),a,b e {0,1}. (20)

Kako bismo pokazali da je operator U unitaran, treba provjeriti svaki od cetiri slucaja:

L £(0) = £(1) =0 3. f(0) = 0A f(1) =1
2. f(0) = f(1) =1 4 f(0) = 1A f(1) =0

Halgoritam - Hrvatska enciklopedija, mrezno izdanje. Leksikografski zavod Miroslav Krleza, 2021.
(26.10.2022.)
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Uzmimo za primjer slucaj 3., f(0) =0 A f(1) = 1. Tada je djelovanje operatora Ug dano s:

10) ®]0) — [0 0)) (mod 2)) = |0) ® |0),

) ®10) = 0) @ (0 + £(0)) (mod 2)) = |0) @ |0) 1000
0@ 1)~ 0@ |1+ 70) mod 2) =[O @), g o 010 0|
1) ®10) = [0) @ [0+ £(1)) (mod 2)) = [1) @ [1), 0001
1) @]1) = [1) @ [(1+ £(1)) (mod 2)) = [1) @ |0), 0010

Slicno se pokaze i za preostale slucaje. Koristimo kvantni logicki sklop sa slike

Uy

Slika 29: Logicki sklop za Deutschov algoritam

Prolaskom kroz Hadamardova vrata, stanje je:

1 (1 1
7 E(MHD)®’0>_E(|O>+’1>)®|1> =

%“0) ®10) — |0) @ 1) + [1) ®]0) — |1) @ |1)]

Prolaskom kroz kontrolna U vrata stanje je dano s:

%[|0> ® |(0+ f(0)) (mod 2)) —10) ® [(1 + f(0)) (mod 2)) +
1) @ |(0+ f(1)) (mod 2)) — [1) @ [(1+4 f(1)) (mod 2))],
odnosno
%[|0> ® (|(0+ £(0)) (mod 2)) — (1 + £(0)) (mod 2)))+

1) @ (1(0+ £(1)) (mod 2)) — (1 + f(1)) (mod 2)))].

Mozemo primjetiti sljedece:

L f(0) =

[0+ £(0)) (mod 2)) — |(1+ £(0)) (mod 2)) = (=1)7(|0) +[1)),
2. f(0)=1

[0+ £(0)) (mod 2)) — |(1+ £(0)) (mod 2)) = (=1)7(|0) +[1)),
3. f(1)=0

[0+ £(1)) (mod 2)) — |(1+ £(1)) (mod 2)) = (=1)7W(j0) —[1)),
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4. f(1) =1
[(0+ £(1)) (mod 2)) — |(1+ f(1)) (mod 2)) = (=1)/M(J0) — [1)).

Sada prethodno dobiveno stanje mozemo zapisati kao:

1
500 ® (=1 (j0) + 1)) + 1) @ (=1)/V(Jo) — [1))].
Prolaskom kroz druga Hadamardova vrata, kona¢no stanje glasi:
5 |00+ 1) @ (=170 (0) + 1)) +
2 V2

sto sredivanjem daje

1

(000 = 1) © (=) (10) = 1) .

§{|O> ® [(=1)7O + (=1)7W](j0) = 1)) + 1) @ [(=1)TP = (=1)/D](|0) - |1)) }.
Ako je:
1. funkcija konstantna, f(0) = f(1), tada je
[(~1)/© — (~1)/] =,

a stanje prvog qubita je |0).

2. funkcija balansirana, f(0) # f(1), tada je

a stanje prvog qubita je |1).

Time je pokazano kako je jednim mjerenjem mogucée ustanoviti je li polazna nepoznata

funkcija konstantna ili balansirana.

4.2 Shorov algoritam

Jedan od najpoznatijih kvantnih algoritama koji pokazuje nadmo¢ nad najefikasnijim klasi¢nim
algoritmom faktoriziranja je Shorov algoritam. Peter Shor 1994. godine objavljuje rad Al-
gorithms for quantum computation: discrete logarithms and factoring u kojem daje kvantni
algoritam za rjesavanje problema faktorizacije i diskretnog logaritma. Veé¢ iduce godine,
doraduje prvi rad, ispravljajuéi manju pogresku u algoritmu za rjeSavanje diskretnog loga-
ritma i objavljuje Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Loga-
rithms on a Quantum Computer. U srcu Shorovog algoritma nalazi se kvantni Fourierov
transformat. Potreba za koristenje kvantnog Fourierovog transformata proizasla je iz ideje

Petra Shora kako spojiti problem trazenja perioda funkcije s poznatim tehnikama u fizici.
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4.2.1 Kvantni Fourierov transformat
Neka je |j) element ortonormirane baze {|0),|1),--- ,|¢ — 1)}, gdje je ¢ = 2™

Definicija 4.1. Kvantni Fourierov transformat je unitarna transformacijaHkoja |7) preslika

u uniformnu linearnu kombinaciju vektora Fourierove baze:

|j>r—>%z_:exp{2';r'i.j.k}|k> (21)

Uobicajeno je k € N zapisati u obliku binarnog razvoja kao, [17]:

n

k’ - 2n—1k1 + 2n—2k2 + te + QOkn = Z Qn_lkh (22)
=1

|k) = |kiko - ky) (23)
Tada je kvantni Fourierov transformat uobicajeno pisati kao
;L 1 n
TS5 90 D SURI CINHEE) oe s tS] IR MY
Vi k1=0ka=0  k,=0 1=1

Sto je u preglednijem obliku dano pomocu tenzorskog produkta

= == (10 + e 2 b ) oee () +en{ 2 ) @)

Za izvodenje kvantnog Fourierovog transformata, [20], koriste se Hadamardova vrata, vrata

operator faznog pomaka i SWAP vrata. Neka su i i m i-ti i m-ti bitovi. Definiraju se kvantna

s L1
1—\/51_17

koja su zapravo Hadamardov operator koji djeluje na ¢-ti bit te kvantna logicka vrata S,

logicka vrata R;

1000

Sim = 0100 w:exp{i-L}
001 0| 2mt1-i
000 w

koja djeluju na bitove s pozicijama i i m kada je i < m.

Primjer 4.1. Na slici|30|dan je kvantni logicki sklop koji izvodi 4-qubitni kvantni Fourierov

transformat.

12Unitarnost se pokazuje u obliku propozicije, ali kako je to kvantni operator, ona se nuzno zahtjeva.
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—{H [ So1 [ Soz | Soa

H H Soz H So2 |I

Slika 30: Kvantni logicki sklop koji izvodi 4-qubitni kvantni Fourierov transformat.

Broj 15 ima binarni zapis 1111. Djelovanje kvantnog Fouerierovog transformata na |15) =
|1111), za g = 2™ = 16, je

I5) = \/LT@ (|0> +exp{2'”2'$} |1>) ® (|0> —i—eXp{%} |1>) ®

(|0> +exp{—2 ' ”2';' 15} \1)) ® (yo> +exp{—2'”2'j' 15} |1>) (26)

Primijetimo faktor \/La koji je dobiven koristenjem Hadamardovih vrata. U slucaju ¢ = 2*

rezultira faktorom \/%7 = 411' Djelovanjem kvantnog Fouerierovog transformata na prvi qubit,

on prolazi kroz Hadamardova vrata i troje S vrata. Hadamardov operator djeluje na |1) i

daje rezultat

1

50 - 1) = = (10 +espf2- i fm)

Sada troje S vrata doprinose relativnoj fazis exp{? R i}-exp{Q R %}-exp{2 R 1—16},

%(I0>+6Xp{2~ﬂ~i~(%+i+é+l—16>}ll>> =

= (0+enfoni ).

djelovanjem SWAP vrata E, dolazimo do rezultata.

Cliffordova grupa ne sadrzi sva S, vrata te je time onemogucena efikasna implementacija
kvantnog Fourierovog transformata na klasicnom racunalu. Ipak, danas postoje racunalni
programi koji dobro izvode kvantni Fourierov transformat za manji broj qubita.

4.2.2 Shorov algoritam za faktorizaciju

Pokazat ¢emo primjenu Shorova algoritma [20] za faktorizaciju broja N = 21.

Primjer 4.2. Faktorizacija broja N = 21.

13Dobiveni rezultat za prvi qubit dolazi kao zadnji ¢lan tenzorskog produkta u
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1. Odaberemo ¢ = 2" tako da vrijedi N? < ¢ < 2N?2.

212 = 441
2.212 = 882
— ¢=2°=512

2. Odaberemo prirodan broj y koji je relativno prost s brojem N = 21. Bez smanjenja

op¢enitosti, odaberemo y = 2.

NZD(2,21) = 1

3. Stvorimo dva medusobno spregnuta kvantna registra, ulazni i izlazni. Ulazni registar
mora sadrzavati dovoljno qubita kako bi se prikazao broj do ¢ —1, sto u slucaju g—1 =
440 iznosi n = 9 qubita. Izlazni registar mora biti dovoljno velik da prikazemo broj do
N — 1, sto u slucaju N — 1 = 20, gdje je 21 u binarnom zapisu 10101 iznosi 5 qubita.
Izlazne registre postavimo na nulu.

291

\/_Z\aO

4. Djelujemo transformacijom y* (mod N) na svaki broj u prvom registru i te vrijednosti

pohranimo u drugi registar.

ulazni (a) izlazni (7)
0 20 (mod 21) =1
1 2! (mod 21) =2
2 22 (mod 21) =4
3 2% (mod 21) = 8
4 2% (mod 21) = 16
5 25 (mod 21) = 11
6 26 (mod 21) =1

1
ﬁ{m, 1)+ [1,2) + [2,4) + - - + 255, 2 (mod 21))}

5. Mjerimo drugi registar [21]. Pretpostavimo da smo mjerenjem dobili rezultat 4 i neka

je M broj elemenata drugog registra, Tada je:

\/—{|24 F18,4) 4 [14,4) 4+ } =

=

Za ag+r- (M — 1) < N, openito vrijedi:

2,4) +24+6-1,4) +[2+6-2,4) + - }.

4>+‘a0—|—7’1,4>+|a0—|—7“2,4>—|—+’(I0—|—7"(M—1),4>},

1
ﬁ{’&m
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6. Primijenimo inverzni kvantni Fourierov transformat na ulazni registar [11]:

1 ap+ k-
szexp{_g.w.i.%}mg

7. Ra¢unamo vjerojatnost da mjerenjem dodemo do stanja |s, 4).

M-1
. Ss-k-r
Zexp{—Q-w-l- 5 }

k=0

1
P = 3

9

-S+ao

gdje je izluceni clan exp {2”5—9} jer je njegov iznos jednak 1.

8. Izmjerimo s. Maksimalne vrijednosti amplitude vjerojatnosti bit ¢e ostvarene za

s-r
- =P

q

N

w
Rl k- Mm

q
Za s = 427 vrijedi, koriste¢i metodu kontinuiranih razlomaka

s 427 0+ 1
_= — = —1
q 512 1 + 5+—1

12+3

Zakljucujemo da je r = 6. Ako je dobiveni r jednak nuli ili je neparan, potrebno je
ponoviti algoritam s drugom bazom y. Za paran r vrijedi (3" —1) = (yz2 —1)- (y2z +1).
[22] Kako je dobiveni r paran broj, vrijedi 25 (mod 21) = «, $to je u ovom slucaju
a = 8. Ako je a+1 # 0 (mod 21), onda su faktori broja N = n; - ny najveéi zajednicki
djelitelji brojeva (o —1) =71 21 te (¢ +1) =91 15, odnosno ny = 71 ny = 3.

Godine 2019. objavljen je rad An Experimental Study of Shor’s Factoring Algorithm on IBM
Q u kojem se Shorov algoritam primijenio na kvantnom racunalu, [22]. U radu navode kako
su dobiveni rezultati u skladu s teorijom za brojeve N = 151 N = 21, ali vec¢a odstupanja su
primije¢ena za N = 35. Tocnost je veca Sto je potrebno manje qubita u izlaznom registru,

radi izrazenijeg utjecaja kvantne dekoherencije na sustave s vise qubita.

4.3 Buduc¢nost kvantnih racunala

U danasnje vrijeme, efikasnost i pouzdanost kvantnih racunala i dalje nije zadovoljavajuca,
odnosno njihova primjena za probleme koje uspjesno rjesavaju, poput faktorizacije manjih
brojeva, nije isplativa. Rad kvantnih racunala ovisi o preciznim mjerenjima, mogucénosti

ispravljanja gresaka te komunikacijskim protokolima.
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Precizna mjerenja Precizna mjerenja (enq. Quantum metrology) ostvaruju se koristenjem
spregnutih ¢estica u NOON stanju, predlozenih u ¢lanku [23] A Quantum Rosetta Stone for
Interferometry trojca Hwang Lee, Pieter Kok i Jonathan P. Dowlinga, u Mach — Zen-

derovom interferometru. NOON stanje N spregnutih cestica dano je s
W) = |N,0) + €710, N),

gdje se prisustvo relativne faza e"V* koristi za pohranu odgovarajuée informacije [24].

Moguénost ispravljanja greSaka Moguénost ispravljanja gresaka (eng. Quantum Con-
trol) odnosi se na optimizaciju kvantnih procesa poput unaprijedenih laserskih tehnika za
zeljena pobudenja atoma. Finim laserskim manipulacijama nad atomima, moguce je kreirati

qubite za koristenje u prijenosu i obradi informacija.

Komunikacijski protokoli Komunikacijski protokoli (eng. Quantum protocols) poput
BB84 protokola predlozenog od strane Charles H. BennettaiGilles Brassarda, omogucuju
siguran prijenos informacije putem javnog kanala izmedu dva subjekta. BB84 protokol ko-
risti polarizaciju fotona i njime se moze odrediti je li prilikom prijenosa informacije kvantnim
kanalom doslo do prisluskivanja od trece strane. Postoje i drugi komunikacijski protokoli,

poput E91 protokola Artura Ekerta.

BB84 protokol [11], [25]

1. Alice konstruira stanje sustava on n qubita

|\I]> = ® \Daibi?
i=1

gdje su a i b stringovi duljine n, a a; i b; i-ti bitovi stringa a, odnosno stringa b. Svaki
qubit U, element je ili standardne baze {|0),|1)} ili Hadamardove baze {|+),|—)}.
Vrijedi:

Yoo = [0) Yo = [+)

Ui = 1) Uy =|-).

2. Putem javnog kvantnog komunikacijskog kanala Alice posalje n qubita Bobu. Svaki
primljeni qubit Bob izmjeri u jednoj od dvije baze, proizvoljno. Proizvoljni odabir
baze realizira tako $to odabere string O’ duljine n. Ako je Alice pripremila k-ti qubit
u stanju |+), odnosno by = 1, tada Bob izmjeri taj qubit u stanju |+) ako je izabrao
Hadamardovu bazu. Ako je Bob izabranu standardnu bazu, odnosno vrijedi b), = 0,
tada on izmjeri stanje |0), odnosno |1) s vjerojatnoséu 50%. Nakon obavljenog mjerenja
Bob biljezi vrijednost a; u string o', gdje je a; = 0 ako on izmjeri i-ti qubit u stanju |0)

ili |[+), odnosno a} = 1 u stanju 1) ili |—).
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3. Alice i Bob putem klasi¢nog javnog kanala objave svoje stringove b i b te iz poruke
izbace svaki a;, a; za koji vrijedi b; # b,. Za b; = b, nuzno vrijedi a; = a;. Bez smanjenja
opcenitosti, neka je b; = b, = 0, tada je Bob mjerio i-ti qubit u standardnoj bazi, a
Alice je kreirala i-ti qubit u stanju [0) ili |1). Ako je Alice poslala i-ti qubit u stanju
|0), tada Bob sa sigurnoséu izmjeri i-ti qubit u stanju |0) te vrijedi a; = a = 0. Sli¢no

se pokaze i za ostale slucajeve.

4. Kako Alice i Bob koriste javne komunikacijske kanale, oni su podlozni prisluskivanju.
Neka trec¢a osoba, Eva prisluskuje i-ti qubit koji je poslala Alice. Tada ona, ne znajuci
bazu u kojoj je Alice pripremila taj qubit, odabire krivu, odnosno toénu bazu mjerenja
u 50% slucajeva. Eva ée prod¢i neprimijeéeno, odnosno saznat ¢e tocno stanje u kojem
je Alice pripremila svoj ¢-ti qubit bez njihova saznanja, ako ga posalje Bobu koji ¢e ga
zatim izmjeriti u stanju kojem ga je pripremila Alice, odnosno ako Alice i Bob izaberu
istu bazu. U 25% slucajeva, Eva ¢e odabrati pogresnu bazu i rezultat Bobova mjerenja
¢e biti razlicit od stanja koje je pripremila Alice. Kako bi odredili jesu li prisluskivani,

Alice i Bob usporede dio stringa a i @’ te ovisno o rezultatu ponove postupak.

4.4 Zivotni vijek qubita

Vrijeme koje je qubit sposoban pohraniti neku informaciju ovisi o podloznosti materijala od
kojeg je qubit sastavljen na dekoherenciju, odnosno koliko vremena prode do kada interakcija
s okolinom ne degenerira pohranjenu informaciju na qubitu. Vrijeme dekoherencije [20] varira
izmedu 10* sekundi, za qubite napravljene pomoéu nuklearnog spina jezgre, i 1079 sekundi,
za qubite od kvantnih tocaka E} Za elektron, ono iznosi otprilike 107° sekundi. Iduéi veliki
iskorak u izradi kvantnih racunala je moguénost rada pri sobnoj temperaturi. Zasad pro-
izvedena kvantna racunala, poput IBM-ova Qunatum System One, rade na temperaturama
bliskim 7" = 0 K E] Zanimljivi rezultat objavljen je u radu Room-Temperature Quantum
Bit Storage Exceeding 39 Minutes Using lonized Donors in Silicon-28, gdje je ostvarena ko-
herentnost qubita od nuklearnog spina ioniziranih fosforovih iona u izotopno procis¢enom
siliciju-28 od 39 minuta do ¢ak 50 minuta pri sobnoj temperaturi, 7' = 298 K. Uklanjanjem
elektrona, produljuje se vrijeme koherencije sustava, sto daje prednost koristenju ionizira-
nih donora. Opcenito, Sum uzorkovan nabojem u donor materijalu uzrokuje dekoherenciju

sustava qubita i time degeneraciju pohranjene informacije.

MKvantni sustav u kojemu su elektron ili Supljina u poluvodiéu zarobljeni u trodimenzi-
onalnoj potencijalnoj jami dimenzija manjih od pripadne de Broglieve valne duljine. Izvor:

http://struna.ihjj.hr/naziv/kvantna-tocka/18991/ (15.11.2022.)
5Podruéje niskotemperaturne fizike - kriofizike.
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5 Zakljucak

1935. godine, rad Einstein - Podolsky - Rosen potaknuo je raspravu o konzistentnosti feno-
mena spregnutosti u kvantnoj mehanici s teorijom relativnosti. Tek tridesetak godina kasnije,
John S. Bell odbacuje tezu Alberta Einsteina o intrinzi¢no sadrzanim skrivenim vari-
jablama kod spregnutih cestica, $to je neformalno oznacilo kraj doba prve te pocetak doba
druge kvantne revolucije. 80-tih godina proslog stoljeca, fizicari, okupljeni oko Richarda
Feynmana, krenuli su s izgradnjom formalizma kvantnog ra¢unanja - kvantnih logickih vrata
i sklopova. Osnovni pojam kvantnog ra¢unanja, qubit, pociva na principu superpozicije
stanja prije mjerenja, Sto je revolucionarni odmak od deterministickog stanja klasi¢nih bi-
tova. Unitarnim transformacijama nad qubitima, mijenja se njihovo stanje, sto se opisuje
prolaskom qubita kroz kvantna logicka vrata. Implementacijom vise kvantnih logickih vrata,
omoguceno je pokretanje kvantnih algoritama. Prvi kvantnomehanicki algoritmi napravljeni
su gotovo 30 godina prije pojave prototipa kvantnog racunala. Rezultatom Gottesman -
Knillova teorema, naglasena je premo¢ kvantnih algoritama koji koriste kvantna logicka
vrata van Cliffordove grupe, poput Shorova algoritma za faktorizaciju. Iako su pojedine
kompanije uspjele proizvesti kvantna racunala, njihova uc¢inkovitost nije na razini kojom bi
mogli zamijeniti klasi¢na racunala pri obavljanju zadataka. Ocekivana efikasnost i nadmoc¢
kvantnih racunala jos nisu realnost, jer njihov rad ovisi o moguénosti savladavanja kvantnih
fenomena, poput kvantne dekoherencije, a iako mogu izvoditi sve operacije kao i klasi¢na,
njihovo koristenje nije isplativo. U buduénosti, ako se savladaju poteskoce uzrokovane kvant-
nim fenomenima, oc¢ekuje se, ovisno o danom problemu, koristenje kombinacije kvantnih i

klasiénih rac¢unala.
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A Metodicki dodatak

Predlozak nastavnog sata Kvantne mehanike

Nastavna jedinica: Primjena kvantne mehanike u informatici

Ishodi na kraju nastavne jedinice:

1. Zadovoljavajuca

(a) Definira qubit i prikazuje ga na Blochovoj sferi.

(b) Definira osnova kvantna logicka vrata i povezuje ih s rotacijama na Blochovoj

sferi.
2. Dobra

(a) Odreduje bazu Hilbertovog prostora koristenjem antipodalnih tocaka.

(b) Tumaci posljedice Gottesman-Knillova teorema.
3. Vrlo dobra

(a) Analizira djelovanje kvantnog logickog sklopa na qubite.

(b) Argumentira prednost koristenja kvantnih algoritama.
4. Iznimna

(a) Procjenjuje korisnost koristenja kvantnih racunala.

(b) Izvodi Bellovu nejednakost.

Postupci vrednovanja ishoda:

1. Zadovoljavajuca
Student tocno odreduje parove antipodalnih to¢aka na Blochovoj sferi. Student racuna
djelovanje kvantnih logickih vrata na elemente baze. Kako geometrijski opisujemo

djelovanjem Paulijevih vrata X na elemente standardne baze?

2. Dobra
Pokazite da parovi antipodalnih tocaka Blochove sfere ¢ine ortonormiranu bazu Hil-
bertovog prostora. Zasto nije moguce vjerno prikazati Shorov algoritam na klasicnom
racunalu? Jesu li sva vrata potrebna za izvodenje kvantnog Fourierovog transformata

elementi Cliffordove grupe?

3. Vrlo dobra
Student temeljem kvantnog logickog sklopa rjeSava dani problem. Odredite djelovanje
kvantnog logickog sklopa sa slike - npr. za kvantnu teleportaciju. Student elaborira
prednost kvantnih algoritama nad klasi¢nim. Objasnite razliku odredivanja je li funk-

cija konstanta ili balansirana na klasicnom @ kvantnom racunalu.
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4. Iznimna
Student temeljeno na rezultatima procitanih znanstvenih ¢lanaka argumentira koje su
prednosti, a koji su nedostaci kvantnih ra¢unala danas. Student objasnjava utjecaj
dekoherencije na vjernost rezultata. Student izvodi Bellovu nejednakost i njenu pos-

ljedicu na teoriju skrivenih varijabli u kvantnoj mehanici.

Nastavne metode:

1. ViSesmjerna metoda rasprave
Profesor potice studente na medusobnu komunikaciju prilikom iznosenja ideja. Meto-

dom heuristickog razgovora, profesor vodi studente prema tocnom odgovoru.

2. Metoda usmenog izlaganja
Profesore usmeno izlaze gradivo studentima, odgovara na pitanja i daje upute za

rjeSavanje zadataka.

3. Metoda pisanja

Profesor pise na ploéi, studenti prave biljeske.

Socioloski oblici radas:

1. Frontalni.
2. Individualni.

Nastavna sredstva i pomagala:

1. Prezentacija, stru¢na literatura, internet.

2. Ploca, kreda, racunalo s projektorom.
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